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Numerische Integration von gewöhnlichen 
Differentialgleichungen durch Interpolation nach Hermite”) 
Von W. Quade in Hannover 


Vermöge Hermitescher Interpolation werden Polynome konstruiert, die dem Richtungsfeld der Differential- 
gleichung y’ = f(x, y) angepaßt sind. Aus solchen Polynomen werden durch Anwendung von Methoden der 
Approximationstheorie Formeln für die numerische Integration von y’ = f(x, y) erzeugt. Die auf diese Weise 
erhaltenen Interpolations- und Extrapolationsverfahren zeichnen sich durch große Genauigkeit aus. 


By means of Hermite interpolation it is possible to construct polynomials adapted to the field of direction of the 

-  differential equation y’= f(x, y). Employing approximation theory, these polynomials are used to construct 

. formulae for the numerical integration of y’ = f(x, y). The interpolation and extrapolation formulae obtained give 
resulis of excellent accuracy. ’ 


Au moyen d’interpolation d’H ermite des polynömes sont construits qui sont adaptes au champ de direction de 
l’equation differentielle y’= f(x, y). Des polynomes de cette sorte on produit des formules pour lintegration 
nume£rique de y’ = f(x, y) en appliquant des methodes de la theorie d’approximation. Les procedes d’interpolation 
et d’extrapolation obtenus de cette facon se signalent par une grande exactitude. 


Ilo UHTEPNOAIANMOHHLEIM WOPMyAIaM IPMHTA KOHCTPYHPYIOTCA IIOAIHHOMBI, KOTOPbIe TIPH- 
ÖONUHKÖHHO LPeNCTaBlIAmT Mole HampaBleHniu OÖBIKHOBEHHOTO AUhhepeHmMmanbHoToO YPaB- 
HeHun y’ = f(x, y). Mecxona u3 3THX IOJIAHOMOB, BbIBONATCH MeTONaMM Teopunm AanuupoKkcH- 
Malum dopMyJlbl MIA 4MCHIeHHOTO MHTETPHPOBaHnuA YPaBHeHuA y’ = f(x, y). TlosıyueHHpie 
Takum 06pa30M HHTEPNOJIALUMOHHLIe U IKCTPAIOIALUMOHHLIE POPMYJIbl OTIIHYAITCA 60BIMNOH 
TOYHOCTbR. 


Einleitung 


Seit J. Adams[l] und C. Stoermer [2] ihre Methoden zur numerischen Integration 
gewöhnlicher Differentialgleichungen bekanntmachten, sind zahlreiche Untersuchungen über 
diesen Gegenstand angestellt worden. Der Standpunkt, von welchem aus die Theorie der Ver- 
fahren der numerischen Integration entwickelt wurde, war zunächst der der Differenzenrechnung. 
In neuerer Zeit sind, wohl hauptsächlich bei der Behandlung von Randwertaufgaben, die soge- 
nannten Mehrstellenverfahren in Gebrauch gekommen. Bei diesen ist es die Entwicklung nach 
Taylor, welche als Grundlage der Theorie dient. 


Im folgenden soll ein neuer Weg beschrieben werden, auf welchem sich Formeln zur numeri- 
schen Integration gewöhnlicher Differentialgleichungen gewinnen lassen. Das neue Verfahren 
stützt sich in höherem Maße als die bisher bekannt gewordenen auf die Methoden der Approxima- 
tionstheorie. Die für dieses Vorgehen charakteristischen Überlegungen werden zunächst für die 
Differentialgleichungen erster Ordnung dargestellt; sie lassen sich auch auf Systeme von Differen- 
tialgleichungen erster Ordnung und auf Differentialgleichungen beliebig hoher Ordnung über- 
tragen. Wie üblich wird man dabei zwischen Interpolations- und Extrapolationsverfahren 
unterscheiden. 


1. Interpolationsverfahren bei Differentialgleiehungen erster Ordnung 


1. Interpolation nach Hermite. Es sei 


EN 


eine Zerlegung des Intervalls [x,, %,]. In den n + 1 Punkten x, seien außer den Funktions- 
werten y, auch noch die Werte y; der Ableitung gegeben. Dieses Wertesystem werde durch 
die zweizeilige Matrix 


en ER se) 
Del. 2. 


*) Über einige der in dieser Arbeit mitgeteilten Ergebnisse berichtete Verf. auf dem Internationalen Mathe- 
matiker-Kongreß Amsterdam 1954, vgl. [3]. Für Unterstützung bei der Abfassung der Arbeit bin ich den 
Herren H. J. Becker und H. Stuhlmann zu Dank verpflichtet. 
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dargestellt. Das Polynom P(x), welches an den Stellen x, die Werte y, und dessen Ableitung 
dort die Werte y; besitzt, lautet nach Ch. Hermite [4] 


P(«) 23 A,®) Yr + 3 By) Yr» 


Die hierbei auftretenden Funktionen A,(x) und B,(x) sind wie folgt definiert. Es sei 


Fü) = @ —2,) @—2)...C— 3), 
und Fa) 
T 
LOATGEZHRG) N a SL 


die Folge der Lagrangeschen Polynome. Dann ist 
FF) 
= (ren) Kira), 
Ay) 1 (X %) F‘(&,) k() Tr 0, 22 
B,(&) = (@— 2) Li(@) 


3. Konstruktion eines dem Richtungsfeld der Differentialgleichung angepaßten Polynoms. 
Es sei die explizite Differentialgleichung erster Ordnung y’ = f(x, y) vorgelegt. In dem Streifen- 
gebiet 
Ga Ea ss Be —oo<y<+o 


sei f(x, y) stetig und genüge dort in bezug auf y einer Lipschitzbedingung. Dann gibt es nach 
dem Existenzsatz genau eine im Intervall [x,, x,] mit stetiger Ableitung versehene Lösung y = 9(@) 
die an der Stelle x, den Wert y, annimmt; y, ist eine beliebige reelle Zahl. 

Ist y = g(x) die Lösung, und wird 9(x,) = 9, gesetzt, dann stimmt das Polynom 


N N 
P(x) = 2,9 A,) +2 K& 92) Br&) 
in den Punkten x, mit g(x) überein und hat an diesen Stellen dieselbe Ableitung wie g(x). Bedeutet 
r(&) = P’@) — fx, P@)] 


den mit P gebildeten Defekt der Differentialgleichung, dann verschwindet r(z) in jedem der 
Punkte x,. Aber auch für jedes andere mit beliebigen Zahlen y,, Yı - ... , y„ gebildete Polynom 


P(&) = 3 Y; A,l®) + 2 /@r Yy) Br) 


besitzt der Defekt der Differentialgleichung y’ — f(x, y) an jeder der Stellen %, den Wert Null. 
Von einem solchen Polynom kann man somit sagen, daß es an den Stellen x, dem Richtungs- 
feld der Differentialgleichung y’ = f(x, y) angepaßt ist. 


3. Dem Richtungsfeld angepaßte Polynome als Erzeugende von Formeln zur numerischen 
Integration. Aus einem dem Richtungsfeld der Differentialgleichung angepaßten Polynom kann 
man auf verschiedenen Wegen Formeln zur numerischen Integration gewinnen. Die wichtigsten 
Verfahren sind wohl die beiden folgenden: 


1. Es wird eine Stelle + x; (k 0,1, n) aus [x%,, x,] herausgegriffen und verlangt, 
daß der Defekt der Differentialgleichung dort verschwinden soll, d. h., daß 


Pe) = MS, PO] 


sein soll. Sind die Werte yy Yı, . .. , Ynı bekannt, und kann aus der letzten Gleichung y, in ein- 
deutiger Weise bestimmt werden, so erhält man auf diese Weise Formeln, die eine gewisse Ähn- 
lichkeit mit denen von Runge-Kutta aufweisen. Auf diese elementare Methode soll hier nicht 
näher eingegangen werden. 

2. Interessanter ist die folgende Methode, die an Überlegungen anknüpft, wie sie in der 
Approximationstheorie üblich sind. Es sei angenommen, daß die Stellen x; fest sind; y,, Das a8 


sei ein beliebiges (n + 1)-tupel von Zahlen. Zu jedem solchen (n + 1)-tupel der y gehört ein dem 
Richtungsfeld angepaßtes Polynom vom Grad <m=2n-HJ1, 


mM 
PR I Dec, 
u=0 


wo die c nach Voraussetzung stetige Funktionen der y sind. Es bedeutet keine Einschränkung der 
Allgemeinheit, wenn angenommen wird, daß 2, =—1 und x«,=1list. Setzt man nach dem 
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Vorgang von S. Bernstein 
%—C0SsrT, 
dann wird 


’ m 
‚P(cos t, Gau do) + RE 
uU= 


ein trigonometrischer Ausdruck von der Ordnung < m, dessen Koeffizienten a stetige Funktio- 
nen der yy ... , Y, Sind. Sm _—ı Sei der trigonometrische Ausdruck, welcher der Teilsumme (m —1)- 
ter Ordnung von T entspricht, U„_ı sei irgend ein trigonometrischer Ausdruck von der Ordnung 
m—-1. Dann lehrt die Theorie der Fourierschen Reihen (vgl. z.B. W. Rogosinski [5]), daß 


2n 2n 
ST — m) dt < [ (T— Un)dt, 
0 0 


d.h. daß S„_ı derjenige trigonometrische Ausdruck (m —1)-ter Ordnung ist, der 
Tim Mittel am besten approximiert. Diese Eigenschaft von S„_ı kann zur Gewinnung 
einer Beziehung zwischen den y benutzt werden. 


Es wird gefordert, daß Tidentisch mit S„-ı sein soll. Diese Forderung ist 
genau dann erfüllt, wenn 


A(Yo» 4m) =0. 
Kann die letzte Gleichung in eindeutiger Weise nach y, aufgelöst werden, so hat man eine 
Formel der numerischen Integration. 
Sm —ı nähert T nicht nur im Mittel am besten an, sondern auch absolut. Ist nämlich U„_—ı 
irgend ein trigonometrischer Ausdruck von der Ordnung < m — 1, so nimmt 
Max |T — U„-ıl 


OStHE38 


seinen kleinsten Wert an, wenn U„_1= S„—ı ist, d.h. S„—ı ist derjenige trigonometrische 
Ausdruck (m—1)-ter Ordnung, der anstelle von U„_ı eingesetzt, dem soeben er- 
wähnten Maximum den kleinsten Wert erteilt (vgl. z.B.C. de la Vall&ee-Poussin[6)]). 


Das oben beschriebene Verfahren kann so verallgemeinert werden, daß sich noch weitere 
Quadraturformeln ergeben. Dazu geht man von dem aus T gewonnenen trigonometrischen Aus- 
druck S„_—ı aus. Derjenige trigonometrische Ausdruck von der Ordnung m—2, der S„—ı im Mittel 
am besten approximiert, ist S„—2. Wird entsprechend dem oben beschriebenen Vorgang gefordert, 
daß S„_2 mit S„—ı identisch sein soll, dies ist genau dann der Fall, wenn 1 (Yo - - - » Y,) = 0 
ist, so erhält man wiederum eine Beziehung zwischen den y, die zur Bestimmung von y, dient, 
wenn die Yy -- - ; Yn—ı bekannt sind. Allgemein geht man von S„—., aus (k=0,1,...,m—1) 
und fordert, daß Sy, das ist der S„_, im Mittel am besten approximierende trigonome- 
trische Ausdruck, mit S„_;, identisch sein soll, so folgt aus 


Am—k (Yo; wueleug Yn) =0 
eine Formel der numerischen Integration, sofern sich die letzte Gleichung in eindeutiger Weise 
nach y, auflösen läßt. Somit ergibt sich durch Nullsetzen der Koeffizienten a,(k = 1,..., m) von 
T eine Folge von Quadraturformeln, 


EN 


Von diesen Formeln ist auf Grund ihrer Konstruktion zu erwarten, daß sie mit abnehmendem Index 
eine geringere Genauigkeit aufweisen werden. 

Aus dem Vorstehenden ergibt sich, daß jedes dem Richtungsfeld der Differential- 
gleichung angepaßte Polynom P(&,y.„...,43,) als Erzeugende einer Folge von 
Formeln der numerischen Integration angesehen werden kann. Diese Formeln 
werden im allgemeinen von der Art 


yn = LU.» YUn1> for... m)» 
sein, wo L ein linearer homogener Ausdruck in den angeschriebenen Argumenten ist, während die 
üblichen Verfahren nur Formeln von der einfacheren Art 


Y„— Yo = fo - - - » In) 
liefern. 


4. Über die sich aus diesem Verfahren ergebenden allgemeinen Integrationsformeln. Im 
allgemeinen bereitet es keine Schwierigkeiten, die oben angegebene Folge von Integrationsformeln 
zu konstruieren, wenn auch die Konstruktion, besonders bei großen Werten von n, mit einem 
gewissen Aufwand an Rechenarbeit verbunden ist. Da die Genauigkeit der Formeln mit ab- 
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nehmendem Index abnimmt, wird man sich im allgemeinen damit begnügen, nur die aus a, = 0 
und a„_ı = O hervorkommenden Formeln anzuschreiben. Ä 
Das Glied m-ter Ordnung von T, das ist das Glied a,, cos mt, rührt von 


rc, orte, (2 eircomiy 0) 
her, wo die nichtangeschriebenen Glieder von der Ordnung < m sind. Folglich ist a, = DENN 


und die Gleichung a,, = 0 geht damit in c„ = O0 über. Danach ergibt sich die aus a, = 0 en 
Integrationsformel, indem man den in P(x) auftretenden Koeffizienten c„ von zı" — 2°" 


Null setzt. 
In entsprechender Weise verfährt man mit der Gleichung An—ı =0. Die Glieder von P, 
die zu dem Koeffizienten a„_ı einen Beitrag liefern können, sind 


Er a re cost ee as 
— 2m+2 0, 7 (cos(m—1)t+.-.)+2"tlc„(cosmi + mcos(m— Qt}: ) 
wo die nicht angeschriebenen Glieder von der Ordnung < m — 2 sind?). Daher ist 
An. == DU N 


Zur Gewinnung der entsprechenden Integrationsformel hat man demnach den in P(x) auftreten- 
den Koeffizienten c„_ı von «1 = x?" Null zu setzen. 
Bei der Bestimmung von c,, und c„—ı geht man von 


L,(&) = 2 kr x” 


aus. Aus der oben gegebenen Definition der Lagrangeschen Polynome L,(x) folgt unmittelbar 


%—S 1 
Ck, n—1 — 77 9 Cyn — 7» = 
Fr Fr 


n 
wo x, = s gesetzt ist. Danach sind die Koeffizienten von x?”°-1 und 2?” in Li 
k=0 


%u—S x 1 


und somit die Koeffizienten von x?* und z?"+1 


2 Ck,n—1 Cen = 2 


F! 4 I Fi 
in A,(@): 52 Sn eo D pa 2 
: ee 1 
in By(&): EC \ FR 


Auf diese Weise ergeben sich aus a, = O und a„_ı = 0 die folgenden allgemeinen Integrations- 
formeln 


1 ’— [2 
> af Yy—Frfr) —( . . . . . . . . . N . P: . . . . . (4.1), 
k=0 Fr 
e 1 ’ 177 ’ 
> al +@s—-2)Fr)y ta —-29)Ffl=09 ..... (4.2). 
k=0 Fr 


Ist insbesondere s= 3% x, = 0, so lautet die letzte Formel 
k=0 
Sal 
ir: (Pe — 2, F4) 4, + 2, Fu] SO 
‘ k=0 ; 
Im folgenden werden einige Formeln mitgeteilt, die Sonderfälle von (4.1) und (4.2) sind. 
Dabei werden die Abszissen stets so eingerichtet, daß s = 0 ist, so daß nur die Formeln (4.1) 
und (4.3) in Betracht kommen. 


9. Formeln mit äquidistanten Abszissen. Es mögen zunächst Formeln für den Fall äquidistan- 
ter Abszissen aufgestellt werden. Der Abstand der äquidistanten Abszissen sei mit A bezeichnet. 


h h R2 EL 
1% Fi ee Hier ist P vom Grad <3. Aus c, und G=0 


1) Diese Gleichungen folgen aus cos” t = 2-M (eit ı im, 
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folgen die Formeln 


Yı m A EL A ee (5.1), 
ee I er re BE er (5.1). 
n=2:%,=—h u =0, %=h F=x2(@—BR). P ist hier vom Grades5. Zu‘, = 0 
und c,=0 gehören die Formeln 
h 
y—-Yu=zlko tihth) De Or De care, (5.2), 
h 
Ye Yo = 5 Var JE UF Yo) 6.2). 
h h h 3h h2 yR: 
= . = —)I — = —— = — ey —e — ee Fe RE 1 
nd: 35, A 2 "a 9 % 2: f (« ale 5). P ist vom 
Grade < 7. Aus c, = 0 und c, = 0 ergeben sich die Formeln 
3 27 
B—H=zhlotth th td um: - 5.3), 
h ‚ 
le maleralimele) ers (8.3). 


Von der Aufstellung entsprechender Formeln für größere Werte von n möge abgesehen werden, 
da sich die Genauigkeit beträchtlich steigern läßt, wenn geeignete Abszissenverteilungen mit nicht 
äquidistanten Abszissen benutzt werden. 

Es sei angemerkt, daß (5. 2’) aus (5.1) durch Differenzenbildung hervorgeht, denn es ist 
nach (5.1) 


n=ihoth, B-n=5h+h 


also 
h 
%—2Y+%= 5. 


In entsprechender Weise geht (5.3’) aus (5.2) hervor. 

Um die so gefundenen Formeln hinsichtlich ihrer Genauigkeit zu beurteilen, kann man wie 
folgt vorgehen. Man nimmt an, daß die Lösung y = g(x) von y’ = f(x, y) in einem Kreis um den 
Nullpunkt der komplexen x-Ebene analytisch ist, 


g(z) = 2b, Bra 
Dann entwickelt man, nachdem man alle Glieder der DT Eugen Formel auf die linke Seite 


gebracht hat, die linke Seite unter Benutzung von g(x) = 2 b,x’ in einenach Potenzen von h 
=0 


fortschreitende Reihe. Um die Größenordnung der linken Seite, also des Restes R(h) zu bestim- 
men, genügt es, von dieser Potenzreihe nur das erste von Null verschiedene Glied anzu- 


schreiben. 
In der folgenden Tabelle sind die Reste R(h) für die unter (5.1) bis (5.3) aufgeführten For- 
meln zusammengestellt?). 


R=— 59") +: ee (5.1), BO (5.1'), 
| J 
ee = EL) Se hshetei 5.2), 
R= NO) + RD), R 15 0) + (5.2) 
er er (5.3). R=— 000) + ee (5.3). 
1540 


2) In der einschlägigen Literatur wird R(k) meist auf die zu integrierende Funktion bezogen, also wenn 
es sich um die Integration von y’ = f(x, y) handelt und y = g(x ) die a Lösung ist, auf die Funktion 


fx, g(&)]. Wird fix, g(z)] = p(x) gesetzt, so bestehen wegen g’(x) = flx, g(x)] die Identitäten g’ (x) = p(x), 
g’’(x) = p’(x), usw. Mit diesen Bezeichnungen ergibt sich beispielsweise für die Simpsonsche Regel (5.2) 
hB 
= — _—_y(4 A 
Eh) FT ya Bu 


das ist die Formel, wie sie in den meisten Darstellungen angegeben wird. 
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6. Formeln mit Tschebyscheffschen Abszissen. Im kanonischen Interveall [— 1,1] sind 
die Tschebyscheffschen Abszissen durch 


IT 
%—=— c0sKk-, KB er 


erklärt. In der folgenden Tabelle sind die Werte dieser Abszissen fürn = 1, 2, 3, 4, 6 zusammen- 
gestellt. 


n=1 ale x IE 
n= 2: el, N, a 
1 1 
nen er e Dar Ae ee hr 
2 v2 
ne4r =]; Lı nV; eg a 
\3 1 1 3 5 ab 
netten. Hetze ee ver en 5 u=7> : 


Wie aus dieser Tabelle hervorgeht sind dieTschebyscheffschen Abszissen fürn —2 äquidistant, 
die entsprechenden Integrationsformeln wurden schon oben unter Ziff. 5 angegeben. Für I 3 
sind die Abszissen nicht mehr äquidistant, aber wenigstens rational, während bei n = 4 irratio- 
nale Zahlen als Abszissen auftreten. Da es für die numerische Rechnung wichtig ist, daß die 
Abszissen zumindest rational sind, kommt den oben fürn — 4 und n — 6 angegebenen Abszissen- 
verteilungen nur eine geringe praktische Bedeutung zu. Man hat aber auch schon dann einen er- 
heblichen Gewinn an Genauigkeit, wenn man dieTschebyscheffschen Abszissen durch rationale 
annähert. Für n = 4 gelingt dies, indem man /2 unter Heranziehung der Kettenbruchentwick- 
lung dieser Zahl, 
Belang 
durch 4/3 approximiert. Als angenäherte Tschebyscheffsche Abszissen ergeben sich so für 
n=4 
2 2 
u = -lı 2-72, 5-0, y-5; ee 
In entsprechender Weise kann man für n = 6 vorgehen, doch möge es hier genügen, nur die 
Fällen = 3 und n = 4 zu betrachten. 


Wird der kleinste der Abszissenabstände mit h bezeichnet, so ergeben sich für n =3 und 
n = 4 die folgenden symmetrischen Abszissenverteilungen, 


nen, meh neh on 


n=4: 9. =—3h, u =—2h,=0, 5% =2h, u=3h. 


Zu diesen Abszissenverteilungen liefern die allgemeinen Integrationsformeln (4.1) und (4.2) 
die folgenden Formeln 


n=3 „u“=-—2h 1 =-—h 5=h, = 2h, FM) (@ — AB). 


Hier ist P vom Grade <7. Ausc, = 0 und «, = 0 folgen die Gleichungen 


6 8 
au -nihrihtih tt any: 
3h 
— 8 —h—2f + kt) +t at NM —2Y- 


Werden jetzt die Abszissen so umbenannt, daß %, = % + kh, wo keine nichtnegative ganze Zahl 


ist, dann hat man x, durch x, und x, durch x, zu ersetzen, entsprechend bei den y und den f. Da- 
mit schreiben sich die beiden letzten Formeln 


Us 


6 8 
HugihtehtiktW th) BEN schen 
3h 
KTY=gt Io 2h +2 - f) + Y- Yyı 2 (GE) 
In entsprechender Weise ergibt sich für 


n=4; u=—3h = — 22h meles, 2 4=3h F=x(@—4R) (@—9R). 
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P ist hier vom Grade < 9. Aus c, =0 und c, = 0 folgen nach Umbenennung der Abszissen En 
I, 2, IN X, X, %, die Formeln 


5 
yo hl + HOHEN We: 62, 
15 
Isle h&f +27, —27 5, —8f) + 35 (243 y, + 250 y; + 243 y, — 736 y,) 
368 e (6.2°). 
Zu den Formeln (6.1) bis (6.2') gehören die folgenden Potenzreihen von R(h): 
6 3 
R= — 5 gaK0) ++"... (6.1), R= TO) Renee. 20), 
29321 225 
— (9) = ’ 
R — 3908 h? a0) -- 7... (6.2), R= — 10304 hE (0) + 16,2%: 


Bei (6.1) und (6.2) ist zu beachten, daß diese Formeln für ein Intervall von der Länge 4 h 
bzw. 6 h gelten. Wenn dabei auch nur vier bzw. fünf der Ordianten benutzt werden, so wird doch 
eine große Genauigkeit erreicht. 


ll. Extrapolationsverfahren bei Differentialgleichungen erster Ordnung 


7. Erste Methode. Durch eine leichte Abänderung des unter I. beschriebenen Verfahrens 
kann man ein Polynom P(x) konstruieren, das Erzeugende von Formeln ist, die für die Extrapola- 
tion geeignet sind. Man konstruiert zu diesem Zweck das Polynom P(x), welches die durch die 


Matrix 
Y» Yı---» Yn-ı, = 
IR RSTIO SEE. OR a ART NEE (7.1) 
gekennzeichnete Interpolationsaufgabe löst. Bei dieser Aufgabe werden also bezüglich f, und f, 
keine Forderungen erhoben. Das die Aufgabe lösende Polynom wird vom Grade <2n — 1 sein. 

Wird entsprechend dem oben beschriebenen Vorgang der Koeffizient der höchsten in P 
auftretenden Potenz von x, also cg„-ı = 0 gesetzt, so ergibt sich eine lineare Beziehung zwischen 
den Yys... 5» Ynfı> - :  » /n-ı, die, sofern sie nach y, aufgelöst werden kann, eine zur Extrapolation 
geeignete Formel liefert. Selbstverständlich kann eine solche Formel entsprechend dem unter 
I. beschriebenen Vorgang auch durch Nullsetzen von c2„-2 gewonnen werden. Da die letztere 
Formel von geringerer Genauigkeit ist, soll hier von ihrer Aufstellung abgesehen werden. 

Um die aus cg„-ı = 0 folgende allgemeine Formel dieser Art zu gewinnen, kann man wie 
folgt vorgehen. Es sei wieder angenommen, daß die Verteilung der Abszissen symmetrisch ist, 


n 
also s —= » r, =0ist. Ferner bedeute jetzt 
k=0 
Fe) = —2%)..: a — u); 


und H(«) sei das Polynom vom Grade < 2n — 3, welches die zu der Matrix 


us Ara AUS 2005 KO (7.2) 
Vergre 
gehörige Interpolationsaufgabe löst. Dann gehört zu der Matrix (7.1) das Polynom 
PS HDD OT 3 RE N (7.3) 


wo Q(x) vom Grade < 1 ist. Wird Q(x) = 9, + 1% gesetzt, so ist, wie an (7.3) abgelesen werden 
kann, Ss 1 =. Aus 


Yo = H(&,) + Fa) (9 + 1%) und „= H&,) + F*a) (90 + 3) 
Yan — Yo = Hz) — Hk&o) + 90 [F*@) — F*eo)] + 9 [an Fan) — 0 FP@o)] 
oder, da wegen der Symmetrie der Abszissen F?(x,) = F?(x,) ist, 
Yn — Yo = H(&,) — H(&o) + 9 (in — To) PX) 
Daraus ergibt sich unmittelbar die gesuchte allgemeine Formel für Extrapolation, 
ven Ho) He) : BUNT FAT Ay 
Diese. Formel wird im allgemeinen Integrationsformeln der Art 
Yn— Yo = ya - - - » Un Ir ++ > mn); 
liefern, wo L ein linearer homogener Ausdruck in den Argumenten ist, 


folgt 
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8. Sonderfälle der allgemeinen Formel (7.4). Der Falln=1 ist uninteressant. Fürn=2 

ergibt sich mit den Abszissen 
s=—h z=0,;, »=h 
die bekannte, der Tangentenregel entsprechende Formel 
Us = Yo = 2 h fh a Te a an te FE A (8.1). 
Benutzt man im Fallen =3 Tschebyscheffsche Abszissen 
u0=—2h, =—h, n-=h, %=2h, 

so folgt, wenn die Abszissen gleich umbenannt werden, e: 


„u =shlhh ti) WE) 2 ee (8.2). 
Werden schließlich im Fall n =4 angenäherte Tschebyscheffsche Abszissen benutzt 
(vgl. die Ausführungen unter I. bei der Aufstellung der entsprechenden Interpolationsformel), 
u=—-3h, =—2h %=0, zer ea 
so wird man auf die folgende Formel geführt (die Abszissen sind umbenannt) 


15 189 
K-H=ghOh+t Mh +IN gu BEE REED (8.3). 


Die Potenzreihenentwicklungen der Reste R(h), die zu den Formeln (8.1), (8.2) und (8.3) gehören, 
beginnen wie folgt 


r 3 19 
R= -— Rh: g@) AR = 3805 0) ar ee) oe 
a al +, R=-nMg (DE 


9. Zweite Methode. Das im folgenden beschriebene Verfahren knüpft an die unter Ziff. 5 
und 6 aufgestellten Integrationsformeln an. Jedesmal, wenn sich aus den beiden Integrations- 
formeln c2„.+1ı = O und c,, = 0 die Unbekannte f, = f(&,, y„) eliminieren läßt, ergibt sich eine zur 
Extrapolation geeignete Formel. Die sich auf diesem Wege ergebenden Formeln weisen eine größere 
Genauigkeit auf als die unter Ziff. 8 angegebenen. 

Aus den Gleichungen (5.1) und (5.1’) ergibt sich durch Elimination von /, 


UV, — hfo hart 1 FRE er . (9.1), 


eine Formel, die als Euler-Cauchysche bekannt ist. 
Wird /, aus den Gleichungen (5.2) und (5.2’) eliminiert, so ergibt sich 


»—H=2h +2 W-Am—Y). 2: 0... 2). 


Die aus den Gleichungen (9.3) und (5.3”) hervorkommende Formel möge hier unterdrückt 
werden, da sich aus den unter Ziff. 6 angegebenen mit Tschebyscheffschen Abszissen aufge- 
stellten Formeln genauere ergeben. 

Zu den Gleichungen (6.1). und (6.1’) gehört die Formel 


8 - 
Hy Szln sn y)tihht3hth): 1 en ne 
zu den Gleichungen (6.2) und (6.2’) 


% 1 8 3 
Gl 0 (368 y, — 125 y,) —159® y +39) + 16? (32 /,+135f, + 100%, + 27 !) 9A). 


Die Potenzreihenentwicklungen der Reste R(h), di j Ö 
nt g (h), die zu den Formeln (9.1) bis (9.4) gehören, 


h2 

Ra=ZWHt 2.0... (9.1), Bü) = ht ga) + --- . . . (92) 
he ik 

Ro) = EMO) + 2222.03), RC) = 0 RIES) ++... (9.4). 


10. Stabilität. Bei der Konstruktion der oben mitgeteilten Inteorati ist ei 
wichtige Frage unberücksichtigt geblieben, die Frage nach der Stabilität 1 Deren 
grationsverfahrens. Schon der Simpsonschen Regel (Formel (5.2)) ist eigentümlich, daß die 
von ihr gelieferten Näherungslösungen ein oszillatorisches Verhalten aufweisen können Dies 
gilt auch für die Mehrzahl der anderen hier mitgeteilten Formeln. In einer unmittelbar an- 


schließenden Arbeit wird die Frage der Stabilität für die wichti : 
nen ntslichr g abilität für die wichtigsten der oben beschriebenen 


(ee 7 ee > 
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BE | Three-dimensional Boundary Layer Equations 
Be - By Lakshmi Sanyal in Calcutta*) 


4 In Anlehnung an Schmidt und Schroeder werden die drei-dimensionalen Grenzschicht-Gleichungen für die 

Be .- Oberfläche in strenger Weise begründet, wobei ein Minimum von genau formulierten Annahmen zugrunde gelegt 

wird. Für den genannten Zweck werden Parallelkoordinaten benutzt, wodurch die Ableitung der Grenzschicht- 
Gleichungen eine elegante Form erhält. 


Following Schmidtand Schröder, the three-dimensional boundary layer equations on a surface have been ob- 
2 tained here in a rigorous manner with a minimum number of hypotheses which have been precisely stated. For this 
k purpose, the parallel system of coordinates is used and the equations of the boundary layer deduced in an elegant 
> form in these coordinates. 


D’apres Schmidt et Schröder les &quations de couche marginale & trois dimensions sur une surface sont ob- 


4 

u E tenues par une methode ewacte avec un minimum d’hypotheses exposees de fagon precise. Pour ce but le systeme 
er parallele des coordonne£es est employe, et les equations de la couche marginale sont deduites dans une forme ele- 
2 gante dans ces coordonnees. 

E P5 Carenya pa6oram Ilmnra u Illpenepa, B HacToAIMeil CTATbE BbIBONATCA TPEXMePpHbIe YpaBHe- 
# 


HHA IIOTPaAHHYHOTO. CJIOA IIPH MUHHMAJIBHOM KoluyecTBe TOYHO CDOPMYJIHPOBAHHBIX TUNOTEB. 
i a 3ToG MeJIm HCNOAB3YeTcA HeKOTOpax MapanıenbHaA CHCTEMA KOOPAHHAT, OTHOCHTENBHO 
£ KOTOPoH YPaBHeHUA BbIPA;RaIoTCaH B IIIeTAHTHOH hopMe. 


Introduetion 


In a recent paper, Howarth [1] has deduced the equations of three-dimensional boun- 
dary layer on a surface S in an elementary intuitive manner, without even mentioning explicitly 


r the assumptions made by him. In this paper, the boundary layer equations on a surface have 
5 been deduced in a rigorous manner in terms of the intrinsic geometry of the surface. The method 
B followed here is similar to that of Schmidt and Schröder [2] who have deduced in a rigorous 
A manner, the equations of two-dimensional boundary layer, firstgivenby Prandtl. The hypotheses 
> necessary for the deduction of the boundary layer equations have been reduced to a minimum 
f and have been precisely stated in this paper, and the conclusions drawn from them have been 
7 justified by a rigorous analysis. As a consequence, it has been found that the first two equations 
ca obtained here are identical with the first two equations in Howarth’s elementary theory, but 
| third equation is different from the third equation of the elementary theory. This is due to the 

fact that unnecessary assumptions have not been made in our theory. It may be mentioned that 

inspite of this difference in the third equations, we meet with no difficulty in determining the 
Fr pressure within the boundary layer. 


1. Equations of motion 


Let S, be a given analytic regular surface possessing at each point nonzero principal radii 
of curvature R,, R,, and let the lines of curvature on S, be taken as the coordinate curves & = const. 
and 7 = const. Let o(z, y, z) = const. be a system of surfaces parallel to S,, o being the perpen- 
dicular distance of the point (x, y,z) from S,. The system of parallel surfaces and the developables 
of the congruence of normals to these surfaces along the lines of curvature from a triply orthogonal 
system of surfaces. & n, o are therefore the coordinates of a point in the system of parallel coordi- 
nates. 

Let the first fundamental form of the surface in terms of &, n be 


Ed? + Gdr? 
the product term being absent. 


*) University college of Science. 
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It has been shown [3] that Stokes-Navier equations of motion of a viscous liquid under 
no body forces in dimensionless form in parallel coordinates are 


2 R,u e YE R, v ou u 
gı VE (R, a) VG (R, —) on oe 


"EG ee era? ( a) m al -z)| 


ER oe (1.1) 
VER—)E R. = 
00 R,v © ei o) Rat Ta ov 
am o\n R, YER—)% 8 


een " ZU =) a E [ “ x) | 


— — — rot.QO)-. ee Bee SE Er 4 
VE (R— 0)  R we 
dw R,u 1% VE R,v © Yo ) Ar REN N (rot 8), (1.3) 
Ener" R, u Con isR } 


where 2 is the vorticity, and the components of rot Q are 


Be a Rı ar Ei 
al]. nalen (1.4) 
R,R, > Nlorie ae ve(1)}| 

VEGR—-)(R—-o)|E|" 2 Son. R, 


The equation of continuity is 


le Ge ie nn 
2. Hypotheses 


Let R, be a Reynolds’ number > 0 and Ra Reynolds’ number > R,. 


(i) First group of hypotheses. 
(a) There exist numbers £,(t, R), no(t, R) such that 


a when Ve a no (21): 
(b) There is a domain T, bounded by 0<SE=sS2,0=<n=n, the surface oe =(0 and 
the continuous surface 
D=eUE, nun). ee m (2.2) 
and a quantity e(R) independent of &, n,t such that when O<E<$,0 <n<ng 
2|scR) for o>d, JuE dein R=0% imelA) = OE E 
t—00 R>o 


(c) In the domain T, 
imußsndbR)=-U&n)>0, Iimmen.dt: HB = Veen) 0222027 
Ro 


Ro 
(ii) Second group of hypotheses. 
We consider a surface S(©) in T, whose equation is 
<= dl, ER0O) den ER, Oo Fr ee (2.5) 
and we suppose that 
Uus 8b, R) NE: )>0, HN, v(&,n,6,4,R)=V.e&n7:0=20,. 026) 


Since u and v vanish on o = 0, we have by the first mean value theorem 


ou 
ul m 0. RE ar IS 0 SO EN, 


ov : “ 
ven 0.t Brio IS. <del 
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Then 
ae n |o ans, ya % HE 7,0: 5 R)| = Den, On (2.9) 
AN b (Amlıh, DFRG 04% R)| = VATER (2.10). 


We further assume that 
(a) e, and og, are respectively the greatest values of o for which 


ou ou ? ))) ov 
+ if or en E00 ru DL): 
oe ( 16 5 ; ‚oe (& po 5, ; 
(b) There are numbers «, a’ independent of &, n,t, R such that for R>R, 
Grad 0-0 One (2.12). 


Therefore o,, e, cannot coincide with 6. 
(c) There are numbers ß, 8’ independent of &, n,t, R such that for R>R, 
Mi Weir Rh eE (2.13) 
00, Q, Correspond to the maximum values of u, v in the intervals 0, <o<ö and 1 <o<ö 
respectively. 
The hypotheses (b), (c) refer to the following two possible cases: 


0 fr 1 <osö=o 

ou (2.14) 
rer a ES a a cd a Fe a a a ee re 

Ov 1 (£ 

> for, <oesöd= 

an Bi ab): 
73 Bor oe U lorodeo: <Gtrdzo<e tg. 2d, s>0 DO 


By (2.1), (2.7) and (2.8) 


We will see later (3.5) bi 
lim & NOSTH) = =, lim 2) & 17 dslh) 
1 


eo 


Vi 
Ds 
4 3 ou @v : a SE 
Since U, >0, V,>®, the signs of 20 Erz are respectively of the signs of the radii of cur- 
vature R, and R, for sufficiently large R. 
We suppose a in the case (b) 


7] 
= Se 7,6, t, FR —& 1» 6, un R) 
20, =; I a E (2.16). 
D f 
& N; Be ® 0 (£, N 0 1% R) 


(7) ov 
To understand these hypotheses, we remark that De (&,n,ö,t, R) and 5 (&,n,6,t, R) tend to 
finite values as R—o, while by (2.3), (2.5), (2.6), (2.9) and (2.10) 


0 i 
o Mt AR) and RG 10, bh RB)>o as R>o. 
0 


The region of T bounded by S, and S(©) contains the boundary layer. ö is the thickness 
of the boundary layer. It is a function f &,nin0 sEs},0snSn- 


(ii) Third group of hypotheses. 
op 
DE’ on 


vatives of the first two orders with respect to &, n,t are bounded sie R->co, l.e., these 


ur 1 
quantities are of 0(1). We assume that VE, VG, RR, and their derivatives of the first two 
orders with respect to &, n are of O(1). den den 


{ ow 1 
Further, we make the plausible assumptions that ö- oe’ Ö: de’ Ö: DE On are of0 (1). 


We make the physically plausible assumptions that in T,, and u,v and their deri- 
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3. Consequences of the hypotheses 
Integrating the eq. (1.5) with respect to o from O to 0 and applying the first mean value 
theorem, we get 
u) 0 4 Dr 4 * 
EGvlı —2\ı -2\=- 0) Yeli 2 + WEIL - jo) , O<o- 
reelı-$)[-8)-<elatel atmen ee 
(3.1). 
Using the third group of hypotheses and the additional assumptions R-—-o=+0, R—eo-+I, 
we find from (3.1) that w = 0(d*) for all values of 09, O<o=sd* =d. 
Differentiating with respect to f, &,n respectively, the eq. obtained by integrating (1.5) 
with respect to o from 0 to e, and applying the first mean value theorem in each case, we get 


a are of O(d*). 


as before that ar DE s 7 


ow ow ow E 
Un, TE 2 Fr O(d ) Fe Re a un. 357 & (3.2) 
SEES, lerecem. il) ad 
The last term on the right-hand side of eq. (1.5) can be written as 


= 0 o\ow = 1 1 20 
— — (1 — | — EG!— | — +— - 
R A rl R) Zu 2 (® ;’ x) TRRS” 
From eq. (1.5) with the last term written in the above form, and from the eqs. obtained 


from it by differentiating with respect to &, n respectively, we have on using the third group 
of hypotheses, the assumptions R— 0 #0, R—o=+0 and (3.2) 


ow ow ow 


er od EEE (3.3). 
Replacing Q2;, Q,, 2, in (1.4) by u, v, w respectively, we have 
R ow YG 0v R ow VE ou 
2 ne den  —— == 3 & En TB.) 
VER o\n BR 7% TER) 
5 RR, R vehh 2 3 VE b (3.4). 
= —— m — —-\v — — YJEIl— Ju 
; Fre | R | | | 2 1 
Then from (2.3), (2.4) and (3.2) 
er Ayu U ov V. 
lim [ — --4, Kr Tun METER N 5): 
En (e I Rı' nen (a I R. ne 


We now make the inequalities (2.11) more precise. 


Considering the first cases of (2.14) and (2.15) 
| ou 5: 0v _ 0 ' 
de a<e<d; Brunn eet 


and the equations (2.16) 


ou ou ov ov 
ah < 9 (— s 2 sa En! 
(& E (& Ra ( h4 (& VE © 


ou 


N 
IN 


2 [0] ; 
and observing that —— are continuous and cannot, by hypothesis, take the values 


(&) (&) 
—- ‚I we ge 
ge e=0ı 00 e=e; : 

ou ou ov ov 

0 de 2 : we, 1 
sl), azesa 980<[g), d<ess ..o0 
1 
From the second cases of (2,14) and (2.15) 
ou ov j 

E Ge BE 0, =. <a 

vnd proceeding as before, we get 


ou ov 


ee) <oz he ' oJ 
’ = ’ = ar ’ .. D . 
00 00 e=0ı ? 00 0 e=g 8ı — 2 = % (8 7) 


N 


- 
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From (2.7) and (2.8) and the hypothesis that u, v are of O(1), we see that 


ou [9 
d.(— ‚, 6-.(— I ee st 3.8). 
| % ve % \& e 
From (3.6), (3.7) and (3.8), we therefore get 


5. u en ee) (first case) (3.9) 
00 00 1 Se<n, SoSe, (second case) 2% 
Since the derivatives of u, v with respect to o are continuous, we have 
ou ou ou 
A 2) - 0-0) a a 
8 5 0=Pı 4 e=o* 3 10 
a_(a\_, (en BG a 
do do er 00, do? Kaes: 0, <eo 05 
Putting oe = ö in (3.10), we have in the first cases of (2.14) and (2.15) 
ou ou ou 
d(d — 01) Er 4) Do ilkR: 
I le=a ® Jo=5 8 Jo=aı 
(3.11) 


2 ’ Re a 
(6 — 0.) |< =öll—)| —(<— 
ol). ]ee). el 
where o,, oe, are the values of 0*, 0'* whene =Öd. 


From the assumptions about the signs of the derivatives and from (2.7), (2.8) and (2.16), 
the right-hand sides of (3.11) are respectively < 


ou ov 
(2) —= (u).=5 > (0) (22) : == (d).=5 
=0; e=@ 
and respectively > Er ; 


a), Bl), Be 


They are therefore of O(l1) #e. 
Using (2.12), we get from these and (3.11) 


ou dev 
2 ao 2 a 
ö B u 6) 1: 1 01) = ee nr er (3.12). 


Putting o = o, in (3.10) and considering the second cases of (2.14), (2.15) where the 
derivatives of u, v with respect to o vanish at 0.= g,, and 0 = 9,, we get 


o?u ou ov ov 
ö e>- ae s EN Zen Re 
(00 01) e BB m I. (& 0,) ve a (Be ” ) 


Here o,, o, are the values of 0*, o'* for 0 = 0,, 0 = 0, Tespectively. 
Using (3.9) and (2.13), we get from (3.13) 


2 2 
ö2 ve (2) nee (3.14). 
I Jo=-a 2 Je, 
Again, from (1.4) and (3.4), we have 


+ ou R Yan 
(10 2, + De 
de YEG(R—e)(R,—o) 


®  YVE(R— o)Ww = R, Men =. | -2)| 
£ e j Br 99 WE(R,— o) TER. — 0) dn 08 WE .R; 


Ro 2 Rı Rs =efi2)]- R @u 
YG(R— o) a Er Be ee R, G (R, — 0) 9? 


ı u 
VG (R,— 0) In 9 ve oJ VE G(Rı—o) (Ro)? 9m 9n Ih 


Ru R) RR ß) Ki a]| A R, er: 

VER— 0) ge, — 0) (R, — 0) Rı VE(R—0)%9e Rıze de 

Fi en SE ET WIBRE w I sau 8); (3.15). 
"VER E  (R-0? YEIR—o)(R— 0% Ro (Ro (Ro 
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Using (3.3), (3.2) and the third group of hypotheses with d* = 6 and (3.9) and (3.12), 
we get 


= 2 
62 [eo D);-+ = — 06) = 


0=% 
Using (3.12), we get r 
& [rot Oele. = 0) +& a (3.16). 
Similarly 6? [(rot 2), Je=e; = O(1) # € 


4. Complementary hypothesis about viscosity 
Using the third group of hypotheses, (3.2) with d* = ö, (3.9) and making R oo we 
find that 


4 (rot d.=0N), a Sosö (Ist.case),, 1 <o<o, (2nd.case).. . (4.1) 
and in particular for 0 = 0, and 1 
7 (rot 9,=0), !<se<sö (Ist.cae, 9 <o<o, (2nd.case). . . (4.2) 


and in particular frro=®,. 
As the boundary layer phenomenon is due to the influence of viscosity, it is necessary 


that the terms ir D)., a rot 8), should appear in the equations of motion in parallel 


R R ( 
coordinates. Therefore, it is reasonable to extend the conclusions (4.1) and (4.2) to the whole 
domain of the boundary a We therefore make the complementary hypotheses that 


1 (not 0 7 (rot 2), == FE 20 a r (4.3). 


5. Consequences of the complementary hypothesis 
(a) From (3.16) and (4.3) we conclude that 


öYR = Ol) EN ee ee NEE (5.1). 


(b) Substituting the value of (rot 2): from (1.4) in (1.1), multiplying by y ei nn 
and integrating with nn to o from oe to ö,, we get R, 


„Ve G k 9 (On Ta Do (5.2) 


i ou R, u Due, R,v ou 
@ ee Lin, x 
rel 2 a ee Rn ee 
RR, Or @ 7 Q N op 
= Sa = 
een Z 2) ze arerril: 


ö, 
- ou — ‚do F — 
A ef Rn)" 5, do - alt nr wu, # ai = ul do 
. k 5 n I: 2 
g e 


where 


ö, being = ö in the first case and = o, in the second case considered in (3.9). 


Using the third group of hypotheses, the third eq. of (3. 4) and (5.1), (3.2) with d* = 6 
and (3.3), we get 


J11 = 0 (&, — 0) = 00) , Jı2 = 006) , Jıs = 06°) . 
Hence (5.1) and (5.2) give 
9, —- =), 0<osö 
From (3.9), (3.4), (3.2) and the third group of hypotheses, we get 
0-2) 0a 4 So<ö,. 
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Therefore 2,0), Nee) (5.4) 
Re sr re A). 
Using these results in (3.4), we conclude that 
ou ov 
I ö- Ta EB N ee (5.8): 


This is a generalisation of (3.9). 
From (3.4), we get 


2, = 0). 
From (5.5) and (3.15), we have 
ö: & Die a: Ve a each. (5.6). 
Similarly 
2 2D 
| (ro Opa 22 N ee ee An, (5.7). 
Since 
(rot 2), — 
Rau, RıR, 2 A De 2 a = 
VER, VEG(R—o) (Red. Rs GE 0) 
RW, RR; = 0 en. = ee] 
YG(R— om  YEG(R— 0) (R— o)Lde 9 R, on \R, (R,— 0) 
% R, ou Rs 0?V r: o?w PR 0° 
VE(R— 0)%%  YGR,— 0) ma E(RR— O9 GR, — 0) 9? 
ee RR, . ne | 2 a. 
VEGR—o)(R—o)LEEVE R(R—o) MmMnlG R(R—o)| 
we get 
R, ou R, 0°V 


ö- (rot 2), \- m. 00209258: 


VYE(R— 0) 08 00 VG(R,— 0) 9 08 


6. Asymptotie equations of the boundary layer 


Multiplying the equations (1.1) and (1.2) by (R, — 0) (R,— o) and transposing all terms 
which do not contain R, R, as a factor to the right-hand side and then dividing by R, R,, these 
egqs. can be written as 


ou u ou v o9u ou uv AyE v? 9YG fe op 1u 


$ re el yee ut ee 
BET Gm!" de YEG m YEGa TEE Rip on OD 
urgu Be Qu ov uv 9yG a 
“u a = EEE 
te dE TG on Sr VE ( G 0% EC Goa ad oe a) 


where 
I, eh Ö- (ot OR & Ele Ser 
lea 
se u Qu OR ER ou „us 2 (bi ” ng en n Sn 


R,yE %  RyYG m YEG®n R,yE % 
and H, is obtained from H, by replacing &n,E,G, R, R,„u,v by 8,6, E, R, R,v,u re- 
spectively. 
Multiplying eq. (1.3) by (R,— o) (R,— o) and dividing by R, R,, we get 


ee). (Be .0),0D re! ee ED | re 
RR, RE TR) yo Rı)ömöe a 


176 Sanyal, Three-dimensional Boundary Layer Equations Bd. 37 Bee kalıdunt 1087 


1 @ 0 R, u R, FE 
— — —_ [1 — 2 \11 — \| {rot 8, — — I — 
Ma Su Eu 31 u 3 ee De ee 
a en 
er ( j elle at5%) yEl Rd 
un De ee A (6.5). 
yG 
Using the third group of hypotheses, eqs. (5.5), (3.2), (3.3), (8.1), ®.6), 6.7), 8) and 
the assumption that o = 0(ö), we get 
H..n..4,=.00: DS öde (6.6). 


Replacing 6: H,,6: H,, 6: H, by zero in (6.1), (6.2), (6.4), we get the asymptotic equations 
of the boundary layer. 

If the boundary layer equations are derived in our coordinates in an elementary intuitive 
manner, after Howarth, we find that the first two equations of our theory are identical with 
the first two equations of Howarth’s with necessary modifications. But the third equation 
of our theory is different from third equation of Howarth’s. We have made no hypothesis 

1 &u 1 9% Ä 
about the order of the terms — R dEde and Re which the er theory neglects. If 
the curvature is small, we can replace ee = el by unity. Therefore the third eq. of 
our theory reduces to mn 


7. Final form of the equations of the boundary layer 
The equation (6.4) can be written as 


op _ R, u2 ri R, v: 
00 R-o)R-0) (R-o)(R,—o 
1. län o2u = IE 02V 
R \vF (R, — 0) % 00 ei VG(R,— 0) M | ae De a Ge 


Integrating this equation with respect to o from 0 to o and using 


| Biete ‚Pu ER ERE En re ; 
JVER— 0% YEIR—g# Inne; 08° 


and another similar relation, we get 


ale: ou I NE ; Rw#+R 
RYER—Q)%E ne Jia“ a 

e j 
Io R, ou R, ov 
: E ar — — +) ..... 
Aleenz ve a END (7.2) 


Differentiating (7.2) ee respect to &, n respectively and using the third group of hypo- 
Lheses, eq. (5.1) and o = 0(6), we get a a 


P— (Pe=0 = 


pP MKP)e=0 OP AKP)e=o 
dE Fe , 9 ka > ne on — 08) ’ 0 = 0 < 0) ei) 7 TRENNEN (7.3). 
Putting 0 = ö in (7.3) and subtracting this eq. from (7.3), we get 
op (Gel, op e 
— — |< ; — —( == 06) 4 2 7.4). 
Fr]: 07 he (7.4) 
Ba CL) oP(&, nd) OP, ni) 
Replacing &). N lan), by ER i ce — respectively, we get 
öp _ OP, nf) | op _ OP(&, m, Je 
DEFE en + 006) , EL, a ee. (7.5). 
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; 1 unse, ebenen Kigenspenmungeustände 


du gi au a v Free EN 2 a 1 OPn.D 1 au 
 ETWETEm "oT EG EG 'm 6 RO” 


% Si u u, v ® u HYG we oyE, 1 0oPEnd) 1% 


+ mw — + —— ————_ + — ll —_o 
| tr Bo ol Gm do VE G 0 VEG EG Mm YG 9m R do? 
| Isis, 0m, 0<osd. | ER: 
mo, Eu: function P(&, n,) is defined by (7. 5) in the domain 0<&< ee 0 u <m Eu . 
I ° must be given in the boundary layer theory and is obtained from the flow outside the boundary “ 
| layer. We identify it with the pressure in the irrotational flow of perfect fluid along the sur- DB: 
i = 


face S,. | 
8. Equation of eontinuity i 
We write the equation of continuity in the form 


° ° BL sie 
a en de le) 
VEG aaa 1 ou A a 2 (VE 


Using the third group of ee eqs. N I Bi 0 _ 00) we see that the right- 
hand side of the above equation is of 0(ö). Neglecting terms of this order, the equation of con- 
tinuity can be wirtten as 


A Braun 1200, 373010 tar aM nun nk (Bo 
e VE® Em 9— YEG & yEG 9a 

E Ve ea N EI: 
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4 Die Deutung bestimmter ebener Eigenspannungszustände 
2 als Membranspannungen 
Von Max Hieke in Halle/Saale 


u Die Nichterfüllung der Kompatibilitätsbedingungen kann als Krümmung des geometrischen Raumes ge- 
deutet werden. Eine Darstellung dieser Auslegung ist im Raume unmöglich. Bei zweidimensionalen Form- 


Br änderungsproblemen, die den Verträglichkeitsbedingungen in der Ebene nicht genügen, kann man die Flächen- 
ar elemente in einigen Fällen auf angebbare Weise spannungslos aneinandersetzen. Man muß nur die Membran 
3 geeignet krümmen. 

I The state where the compatibility conditions are not satisfied may be interpreted as curvature of geometrical 
4 space, though a representation there of is not feasible for ihree-dimensional problems. In two-dimensional strain- 
# problems not satisfying the compatibility conditions it is, in some cases, possible to state how the surface elements 


may be fitted together without stress by curving the membrane in a suitable way. 


L’inexecution des conditions de compatibilite peut Etre interpretee comme courbure de l’espace geometrique. 
Une presentation de cette interpretation dans l’espace est impossible. Dans le cas de problemes de deformations & 
deux dimensions ne suffisant pas aux conditions de compatibilite dans le plan on peut assembler dans certains 
cas les elements de surface sans tension et de fagon & indiquer. Il ne faut que courber la membrane de facon aPp- 
propriee. 

HeBbITI0JIHeHME YCJIOBNHÄ COBMECTHOCTH MO3KHO PACcCMATpHBATb KAK UCKPUBJIEHHE TEOMETPH- 
yYeCcKoTO IIPOCTpaHcTBa. ChopMyJIMPOBAaTb TAKyIO TOYKy 3PeHHA B TPEXMEepHOoH IIPoö,leMe He- 
BO3MO3KHO; ONHAKO B ABYXMepHOH NePopMauHuH, KOTMA He BBbIIOJIHEHO YCJIOBHE COBMECTHOCTU, 
MO}KHO yKa3aTb TAKOE HCKPHUBJIEHNE ‚‚MeMOPaHbI‘‘, KOTOPOE IO3BOJIAET ‚‚„CKIIEUTb‘‘ IIIEMEHTEI 
i IIOBeEPXHOCTU 6e3 HAUPSsBKEHNÜ. 


In der Kirchhoffschen Theorie der durch eingeprägte Oberflächen- und Massenkräfte in 
einem elastischen Kontinuum erzeugten Spannungsfelder beschränkt man sich auf Verzerrungen 
von so kleinem Betrag, daß die Produkte zweier Koordinaten des Verschiebungsvektors oder 
deren Ableitungen gegenüber linearen Ausdrücken derselben zu vernachlässigen sind. Das 

12 


A EN ar 


7 


Die Dentung bestimmter eben 
Verschiebungstensorfeld u = ız 1, + Ui, +1 a 
beschrieben. Die Koordinaten u, des Vektors sind steti 
zierbare Ortsfunktionen der kartesischen Koordinaten x, im ft 

Man erhält so für die Verzerrungskomponenten die 1 


ee, 


947 0%, 0° 


Diese Verzerrungen müssen nach Kirchhoff, sofern Eigenspannungen ausgeschlosse ı wi 
sollen, den sechs Kompatibilitätsbedingungen genügen. Zugleich bedeutet die, 
Verträglichkeitsbedingungen im Kirchhoffschen Falle der Lastspannungen, wie T 
hervorhebt, das Fortbestehen einer euklidischen Metrik im deformierten Medium. De 
Verschwinden des Riemann-Christoffelschen Krümmungstensors ist bei Beschränkur A 
kleine Verschiebungen dasselbe wie das Bestehen der Verträglichkeitsbedingungen. Die Nicht- 
erfüllung der Verträglichkeitsbedingungen [2] für das Tensorfeld der Verzerrungen kann dahin- 
gegen als Formänderung in einem Medium mit nichteuklidischem Bogenelement ausgelegt werden. j 
Will man das nicht tun und die statische Aufgabe auch bei Unverträglichkeit im euklidischen 
Raum durch Berechnung der Spannungsfunktion lösen, so hat man zunächst nur die verschwin- 
denden Gleichgewichtsdivergenzen des Eigenspannungstensors verfügbar. Die Verträglichkeits- 
gleichungen entfallen, da es keinen aus einem stetigen Verschiebungsvektor ableitbaren Ver- 
zerrungstensor gibt, der ihnen genügt. Um trotzdem den in regulären Fällen üblichen Weg zur. 
Auffindung der Lösung auch bei Unverträglichkeit zu gehen, muß ein gedachter verträglicher 
Verzerrungstensor definiert werden. Dazu muß das Gesetz der unverträglichen Verformungen, 
welche die Eigenspannungen verursachen, gegeben sein und durch sachgemäße Annahmen | 
analytisch dargestellt werden können. s 

Das ist möglich bei Wärmedehnungen, falls das Gesetz der Temperaturverteilung bekannt 
ist. Die unverträglichen Verformungen sind dann, sofern die Elastizitätsgrenze nicht über- 
schritten wird, reine Volumendilatationen. 

Der nichtverträgliche Tensor der Wärmedehnung hat das Schema 


& TO 0 
DE Or; "rm 
0 0 «T 


Darin ist & die lineare Wärmedehnungszahl und die skalare Funktion T beschreibt eine ungleich- 
mäßige Temperaturverteilung im Medium. Weiter wird vorausgesetzt, daß das betrachtete 
Medium nach der Verzerrung isotrop sei mit definierten Elastizitätskonstanten E und m. Dann 
kann das Hookesche Gesetz in der erweiterten Gestalt angesetzt werden 


1 s 
e;; = 2 9; + 2G& 7, —(o, - =) ö,). 


Die Verzerrungsgrößen e,, sind hierbei als Komponenten eines verträglichen Verzerrungstensor- 
feldes angenommen. Sie beschreiben die aus dem unerwärmten und unverspannten Anfangs- 
zustand erfolgende Verformung und genügen den Verträglichkeitsbedingungen. Das Tensor- 
schema 


O1 013 O3] 


022 0% Opzf > 

O3 03 033 
mit der Spur 1 

s=0u +09 + 0%; 1 

bedeutet den Eigenspannungszustand des verzerrten Mediums. Die daraus folgenden sechs 2 
Gleichungen reichen in Verbindung mit den Gleichgewichtsdivergenzen des Spannungstensor- | 
feldes bei vorgegebenen Randwerten zur Lösung des Problems aus. Im Sonderfall eines zwei- Ki 
dimensionalen Kontinuums geht die Anzahl der Verträglichkeitsbedingungen von sechs auf eins 
zurück. Dieser Gleichung hat der ebene, kompatible Verzerrungszustand 


1 a 

ea 2 

zu genügen. Daraus erhält man mit Verwendung des erweiterten Hookeschen Gesetzes die 
Differentialgleichung 


02011 007 02055 Emiabs ” 
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ee ne 
Man erhält mit dem Ansatz 

0®F 2 OF @®F 
m— m — — [07 ee 

dx n Order, nor 


welcher den ebenen Gleichgewichtsdivergenzen des Eigenspannungsfeldes genügt, die inhomogene 
Differentialgleichung 


On 


Pr+ ER PeN=0. 


In dieser mittelbaren Form dient die ebene Verträglichkeitsbedingung als Differentialgleichung 
zur Bestimmung der Airyschen Fläche aus den gegebenen Randwerten. Dazu ist diese in- 
homogene Differentialgleichung wiederholt benutzt worden. Die Gleichung ist nach ihrer Ent- 
stehung bei Vorhandensein von äußeren Massenkräften und Volumenkräften, die aus einem 
Laplaceschen Feld ableitbar sind, der Ausdruck für das Fortbestehen einer euklidischen Me- 
trik [3] im verformten Medium. 
Die Bedingung dafür lautet 
ah 0 


Umgekehrt kann sie danach bei Wärmespannungen, deren Ursachen der Poissonschen Dif- 
ferentialgleichung genügen, so gedeutet werden, daß eine nichteuklidische Metrik im verzerrten 
Medium besteht. Der zweidimensionale Verzerrungszustand legt nahe, das Kontinuum dann 
als Membran aufzufassen, deren Befestigungsart ihr erlaubt, spannungslos in den Raum aus- 
zuweichen. Dann kann die Gleichung als Bestimmungsgleichung für das Gaußsche Krüm- 
mungsmaß der thermisch verzerrten Membranfläche gedeutet werden. Bei dieser Auslegung 
verzichtet man besser darauf die integrabel vorausgesetzte Verzerrung e;, durch das erweiterte 
Hookesche Gesetz zu eliminieren. Sondern man definiert auf der verwölbten Fläche einen 
aus einem Vektor {v,, v,} in der Fläche kovariant ableitbaren Tensor, für dessen Komponenten 
die Gleichungen 

O®v, O®v; 
GE do Om oE 


und die Identitäten von Ricci zusammen bestehen. 

Im vorliegenden Falle sind die Komponenten des Krümmungstensors aus dem Krüm- 
mungsmaß bestimmbar, wenn die Gestalt der Fläche bekannt ist. Die Nichterfüllung der Ver- 
träglichkeitsbedingungen in der Ebene bedeutet dann die Gültigkeit der Identitäten von Ricci 
für die Ableitungen in der Fläche. Diese übernehmen hier die Rolle der gewöhnlichen Inte- 
grabilitätsbedingungen. Von der Fläche ist nur das Krümmungsmaß bekannt, nicht ihre Ge- 
stalt. Es lassen sich also nur Fälle behandeln, deren Symmetrieeigenschaften einen Schluß auf 
die Gestalt der verformten Fläche gestatten. Dabei wird die Beschreibung der Verzerrungs- 
größen sachgemäß in einem System geodätischer Parameterlinien & = const und @ = const auf 
der krummen Membran vorgenommen. Demnach hat eine Linienschar verschwindende geo- 
dätische Krümmung. Infolgedessen wird festgesetzt, daß die Fundamentalgrößen der Kurven 
einer Linienschar nur thermisch verformt werden, während die Fundamentalgrößen der Linien 
der orthogonalen Schar sowohl thermisch als auch durch die dehnungslose Biegung der Membran 
verformt werden. Dabei sind die Rollen der beiden Scharen miteinander vertauschbar, da keine 
vor der anderen ausgezeichnet ist. 

Man kann dann die thermischen Verzerrungskomponenten & T' ö,,, die das skalare Krüm- 
mungsmaß bestimmen, ausdrücken durch die Gleichung 


(« T) 6; =; &- 


Wegen der Beschränkung auf lineare Glieder bei allen Verzerrungen ist es für die vorliegenden 
Zwecke ausreichend {e,,} als den in der Ebene kompatibeln Verzerrungstensor und {&,;} als 
einen in der Ebene nicht ableitbaren Verzerrungstensor aufzufassen. Der unverträgliche Tensor 
ist hier durch die dehnungslosen Verbiegungen der Membranfläche zu erklären, die die krumme 
Membran als spannungsfreien Endzustand ergeben. 

Dabei wird nur der Endzustand betrachtet. Die Untersuchung des Übergangs vom Anfangs- 
n den Endzustand ist unterlassen. 

Wird im Innern einer elastischen, mehrfach zusammenhängenden Membran ein Laplace- 
sches Temperaturfeld dadurch aufrecht erhalten, daß eine ihrer inneren Randkurven die 
Wärmequelle umschließt, so verschwindet das Krümmungsmaß, aber die Membran bleibt nicht 
eben. In mehrfach zusammenhängenden ebenen Bereichen ist der Verschiebungsvektor mehr- 
deutig. Die Koordinaten des Vektors sind an den beiden Ufern eines Verzweigungsschnittes 
verschieden und die Fläche wölbt sich auf. Die gekrümmte Fläche ist in die Ebene abwickelbar. 
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Die gekrümmte ıb: t 

Ist die Ermittlung Mix 
sie benutzt werden um das ebene Eige 
schnitt von der Randkurve der Membran gebilde 

Für die folgenden Rechnungen sind die Vektorkoor 
und als Parameterlinien wahlweise ein ebenes Bolarkoondaulenayeheuug 
tesisches Koordinatensystem {0, 2, y} verwendet. 

Alle Vektorkoordinaten in der Fläche sind mit >, bezetcie und für ie 
Parameter werden die Bezeichnungen & und 9 benutzt. Weiter sei bemerkt, daß‘ 
Rahmen der linearen Näherungen erlaubten Vertauschbarkeit der in der 
Parameter mit den Flächenparametern bei der Durchführung der an Gebra 


1. Beispiel N 


Wir ernten die von zwei konzentrischen Kreisen berandete Meran Der ein u 
des inneren Kreises sei r, = a, der des äußeren r,—b. In den gemeinsamen Mittelpunkt der N 
Randkreise legen wir den Koordinatenursprung. Hier befindet sich auch die Wärmequelle, die 
den Kreisrand r, = a auf der konstanten Temperatur T, und den Kreisrand ,—b auf der 
konstanten Temperatur T, halte. Es sei T, > T,. Die Temperaturfunktion BerUgı dann im 
Innern der Membran der Laplaceschen Differentialgleichung V%« T)=0. 

Die Lösung des Problems kann in der folgenden Form dargestellt werden 

ET ee 2 
In @ % 
b | 

Sie genügt den verlangten Randwerten. Die Gleichungen für die in der Ebene inkompatibeln 
Verzerrungen g, und e, lauten unter Vernachlässigung konstanter Anteile 
ou i | 
ne Inr n T 
el Inr In 
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Die konstanten Anteile der Temperaturfunktion können unberücksichtigt bleiben, da sie die 
Membran in der Ebene kompatibel dehnen. In Verbindung mit den verschwindenden Eigen- 
spannungsdivergenzen reichen diese Beziehungen aus zur Bestimmung des ebenen Verzerrungs- 
zustandes. 

Lassen wir die Membran in die Höhe ausweichen, so sind die Eigenspannungen und ihre 
Divergenzen identisch null. 

Die Verzerrung i in der unbefestigten Membran erfolgt spannungslos, da die Membran nach 
Definition gegen Verbiegung schlaff ist. Aus der Radialsymmetrie des Problems läßt sich auf 
das Entstehen einer Umdrehungsfläche schließen. Wir setzen demnach die inkompatible Ver- 
zerrungskomponente in Richtung des Meridians in der gewölbten Fläche null, und erhalten | 

ee | 
u dE — em & =VU). | 
Dabei ist der variable Parameter auf der Be], Fläche mit & bezeichnet worden, die 


Vektorkoordi 
m Ss oordinate entsprechend mit v. Für den Verschiebungsvektor {v, 0} erhält man den 


v=cE(nd—|]). 
Auf der gewölbten Fläche gilt demnach 
ov v 
TEEN und nn 


Die spannungsfreien Verzerrungen längs beider Parameterlinien 


ov 
cln =, — und enE=7—, 


08 


lassen sich innerhalb zulässiger Fehler aus d Ä j 
a g us dem auf der krummen Fläche kompatibeln Vektor 
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Das Quadrat des Linienelements auf der Fläche lautet damit 
dv\2 
die — (1 iR 2) dee 4 (Eee, E + D)E dgR 
oder, da höhere Potenzen von c gegenüber der ersten zu vernachlässigen sind, 


0 
ar (1 + 2)ar + e(1 +2) + oa. 
Hierbei ist 1 + c der Sinus des halben Öffnungswinkels des Kreiskegels, in den die Membran 
übergeht; es ist also in«=1-+c. Mit der Abkürzung & =&-+ v lautet das Bogenelement 
des Kreiskegels 
de = di? + &?sin?a do?. 

Macht man die Membran durch einen Schnitt einfach zusammenhängend, so bleibt sie auch 
nach der Verformung in der Ebene. 

Die so aufgeschnittene Ringmembran läßt sich in der Ebene nach der Verformung wie 
folgt darstellen 


X={r+re(nr—1)}cos[l +0g], Y={r+re(nr—])}sin[l +09]. 
Für den Kegel x? + y? = 2 tg?« gilt die Parameterdarstellung 

| C=E+c&(n&ö—]), z=Lsinacose, y=L£sinasing, z=Lcosa. 
Das Quadrat seines Bogenelements erhält damit die auf anderem Wege gefundene Form 

di? = di? + 2 sin?a do®. 
2. Beispiel 

Weniger einfach ist das Beispiel einer von zwei exzentrischen Kreisen berandeten Membran. 
Der innere Kreisrand werde auf der Temperatur T,, der äußere auf der Temperatur T, gehalten. 
Die Wärmequelle werde vom inneren Rand der Membran umfaßt. Damit genügt die Tempe- 


raturverteilung T im Innern des Mediums der Laplaceschen Differentialgleichung V%(« T) = 0, 
und ein beliebiger Punkt im Innern der Membran hat die Temperatur 


«TED ten 
Tg 


Die Konstanten haben dabei die Werte 
enges en Falun nign Seen 
in in 
A, A, 
Bei der Berechnung der Gleichung für die gewölbte Membran können die additiven Konstanten 
des Potentials unberücksichtigt bleiben, da sie nur eine Flächenvergrößerung in der Ebene 
hervorrufen. Für die Rechnung wird der Ursprung 
des Koordinatensystems mit dem Anfangspunkt 
von r, zusammengelegt, und r, = r genommen. 
Der Anfangspunkt von r, liege auf der x-Achse im 

Abstand 2a vom Ursprung (Bild 1). 
Damit schreibt sich der veränderliche Teil 

des Potentials in der Form 


Tr 
rn VYa—2a® +2 
Im angepaßten System geodätischer Parameter 


der krummen Fläche kann man die folgenden 
Festsetzungen für die Verzerrungen der Fundamentalgrößen I. Ordnung machen. 


&=(0, #0, E90, 
und erhält die folgenden Differentialgleichungen 


cin 


Bild 1 


Ov: E 

E 
Ov, De El 
BET: re FR 
AUCH. GV, 
Zen N; 
Fra ur: 


ebene entspricht. r, und 


nie FR—IaEop, Mate 


Daraus ergeben die Differentialgleichungen für die Koordinaten des auf dem Kegel ein 
_Verschiebungsvektors die Ausdrücke Fr RE TANE ET 


8 


= elEim + 2acospinn+ 2apsing], 
2 e 


v, = c{—£9—2asinplnr, +2a9,cosp}. r 
Die Verzerrungskomponenten der Fundamentalgrößen sind dann ’ 
3 =0, el, — tn 


rer ä | kompatibel. Das Linien 
Der Vektor {v,, v,} beschreibt die reine Wärmedehnung der Membran ea : 
element IE Be auf der verformten Membran lautet im gewählten Parametersystem 


au = 1 + Marı+ e—: E+ De + 0.) age N - 
0E % op a 
oder 
dee = I +2 ein | de + all +2e(inS -1) d—22)dp. _ 
2 2 
Führt man die Fundamentalgrößen ein 
ae e=eli+2clmi-1la—2e). 
T5 Ta 


so erhält man 
d?=Ed®? +Gdp. > 


An diesem Bogenelement der gekrümmten Membran zeigt man, daß das Gaußsche Krümmungs- 
maß dieser Fläche wie verlangt verschwindet. Die Membran ist nach der Verformung auf einem 
Mantel des doppelten Kreiskegels unterzubringen, dessen Spitze im Ursprung liegt und dessen 
Eröffnungswinkel bestimmt ist durch die Beziehung 


1—.,=1+c=sina. 
In der unverformten Ebene lassen sich Kurven ausfindig machen, die zu geodätischen Linien 
auf dem Kegel werden. RR: 
Ist der Kegel hinreichend spitz, gibt es darunter geodätische Linien, die einen oder mehrere 


Doppelpunkte aufweisen. Niemals werden aber ebene Kurven, die in der ebenen Membran 
keine Spiralen waren, zu Loxodromen auf dem Kegel. 


& 


a A 


3. Beispiel 


Als drittes Beispiel soll eine Membran behandelt werden, die im Innern von einer Lemniskate 
und am Außenrand von einer lemniskatenartigen Kurve konstanten Potentials berandet wird. 
Beide Randkurven werden auf konstanter Temperatur gehalten. Der Innenrand befinde sich 
auf der Temperatur 7, der Außenrand auf der Temperatur T,. Es sei 7, >T,. Das zu- 
gehörige Temperaturfeld genüge im Innern des Mediums der Membran der Laplaceschen Dif- 
ferentialgleichung Y%& T) =0. Der veränderliche Teil des Potentials lautet, wenn Bipolar- 
koordinaten verwendet werden, 


Ela). 


In diesem Fall läßt sich für die gekrümmte Membranfläche kein geschlossener analytischer 
Ausdruck angeben. Die ebene Membran wird bei dieser Erwärmung zu einer Fläche gekrümmt, 
die aus stetigen mit stetigen Tangentialebenen in einander übergehenden Flächenstücken zu- 
sammen gesetzt werden können. Jedes dieser Stücke ist entweder selbst eine Ebene oder in eine 
Ebene abwickelbar. In jedem Teil der Fläche muß ein gesonderter Verschiebungsvektor erklärt 
werden. Zu diesem Zweck gehen wir vom Bipolarkoordinaten-System aus, in welchem die An- 
fangspunkte der Radienvektoren r, und r, in den Punkten P(—.a,0) und P(a, 0) liegen. Die 
verwölbte Fläche selbst ist aufgebaut aus zwei Ebenenstücken und zwei halben Kreiskegeln 
mit gleichem Öffnungswinkel 2&. Die Ebenen haben den Doppelpunkt der inneren Lemniskate 
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gemeinsam. Der First des von ihnen gebildeten dachartigen Mittelstücks ist die Verbindungs- 
gerade der Punkte P(—a,0) und P(a, 0). Die Ebenen sind um den Öffnungswinkel 2& gegen- 
einander geneigt. Dieses Mittelstück wird an beiden Seiten abgeschlossen durch die Halbkegel. 
Die beiden gegeneinander geneigten Ebenen sind zugleich die gemeinsamen Tangentialebenen 
beider Kegel, deren Spitzen in den Punkten P(—.a,0) und P(a, 0) liegen. Setzt man voraus, 
daß die ebene Membran keine allzu große Ausdehnung hat, so bilden die Ebenenstücke und 
Halbkegel ein zweidimensionales Kontinuum, dessen Tangentialebenen stetig ineinander über- 
gehen. 

Zur Beschreibung des Verschiebungsvektors auf beiden Ebenenteilen benutzt man zweck- 
mäßig ein kartesisches Koordinatensystem. Dieses Koordinatensystem hat den gleichen Ursprung 
wie das ursprüngliche, seine Abszissenachse ist der beiden Ebenen gemeinsame First. In diesem 
Koordinatensystem bestimmen sich die Koordinaten des Verschiebungsvektors {v,v,} aus 
den Verzerrungskomponenten 

OD, 


&, 7 un m)=0, E 


WW 
NEAR 


zu 
,=@+a)(nn 1) +@—-aQ(n,n—1)—y(-+ 9); 
,=yhnn—- ra +Vg+@— dp. 

Darin sind die folgenden Funktionen von x und y enthalten 


n=V@+a®+7%, 9 = met. 
n=V/@—-a® +7%,. = arte —. 


Die unabhängige Veränderliche x ändert sich dabei im Intervall— a <x <a. Die unabhängige 
Veränderliche y soll nur solche Werte — y, <y< y, annehmen, daß die Kegel einander nicht 
durchdringen. Der Variabilitätsbereich der abhängig Veränderlichen o, ist dadurch auf den 
37 sc: E 
> > > eingeschränkt. 
In beiden Fällen wird der Winkel von der positiven Abszissenachse aus gerechnet. Um die 
Verschiebungsvektoren auf den Halbkegeln anzugeben, verlegen wir jeweils den Ursprung der 
Koordinatensysteme in die Kegelspitzen (— a, 0) oder (a, 0). Mit den unabhängigen Veränder- 
lichen &, (i =1, 2) in Richtung der Erzeugenden der Kreiskegel und den Winkelveränderlichen 9; 
(i=1,2) in Richtung der Tangenten an die Krümmungskreise hat man auf den Halbkegeln 
jeweils ein orthogonales Parametersystem {£&,, @;}. Die unabhängigen Veränderlichen o, 
(i= 1,2) ändern sich dabei im Winkelbereich 5 u = ‚ bzw. — >> 5 R 

Mit diesen Flächenparametern ergeben sich die Koordinaten des Verschiebungsvektors in 
den betreffenden Kegelflächen aus den Verzerrungskomponenten 


Winkelbereich I = de = und der der Veränderlichen 9, auf 


Ove; 

BE, —ch@&r)=&;, 
Od; Ds; , ohuBahE GRAF, 
En ur) — ers. G,=1N)i-j 
RTEN ET HNRLL E 
El ER 


wenn darin &; = &;,;=0 und &,; = — c gesetzt werden. Man erhält daraus 
v;, =cl&{ln&—2} +(-1{2acospg,Inr, —2acosg, +2ag,sing;}], 
0; = cp + -D{-2asing,inr, +2asing, +2ag,cosg;}], 


wobei die Größen r, und p, die Abkürzungen 


4a? a “4 = arcetg —- BIELE, 
,=V4a®+&+(—-a)'4E,cosp;, 9 = ern 
bedeuten. Es läßt sich zeigen, daß die auf den Halbkegeln gemessenen Vektorkomponenten 
bei 9; = und 9, = — stetig in diejenigen auf den geneigten Ebenen gemessenen v, und v, 


c e : 
übergehen, nachdem dem Kegel eine Winkeldrehung & = — =. um eine zur Ebene des Firstes 


—_ = r Er 
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senkrechten Verzerrungskomponenten a und Ede + an diesen Stellen. rare 2 
ı 09Pi 
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und der Kegelachse senkrechte Gerade erteilt ist. Desgleichen z« 


der Verzerrungen Ps und ar an den gleichen Stellen. Längs der Geraden, wo 
den Kegel tangieren, erfolgt die Krümmung der Flächenkurven unstetig. In dem auf < 
eingeführten kartesischen System haben die Berührungsgeraden die Gleichung = + a. Aus 
der Unstetigkeit der Kurvenkrümmung auf diesen Geraden folgt die Unstetigkeit der dazu 

ov malliet \ 97 


PL 
: 13 Ba 
Mit dem letzten Beispiel ist eine gewisse Grenze der Leistungsfähigkeit der Membran- > - 
theorie zur Darstellung inkompatibler Verzerrungen erreicht. Wegen der diskontinuierlichen 
Krümmungsänderungen der Kurven auf der verformten Membran ist eine zusätzliche mechanische 
Beanspruchung als Membran ausgeschlossen. REITER 
Soll die verformte Membran durch Kräfte parallel zur Oberflächennormale in die Ebene 
zurückgedrückt werden, so darf man die Biegemomente nicht mehr vernachlässigen. Dabei 
müssen sogar Unstetigkeiten in den Momenten zugelassen werden. re NE! 
Aus dem gleichen Grunde können ebene Verzerrungszustände mit diskontinuierlicher 
Dichtefunktion nicht mit den Mitteln der Membrantheorie untersucht werden. Hier sind mit 
den Unstetigkeiten in den Kurvenkrümmungen auch Unstetigkeiten in den Momenten ver- 
bunden. Solche Fragestellungen aber gehören der Theorie der biegesteifen Schalen an. Diese 
Umstände schließen eine allgemein gehaltene Betrachtung aus und machen für den Einzelfall 
eine Entscheidung erforderlich darüber, ob im Hinblick auf Eigenspannungen die Behandlung 
eines Mediums als zweidimensionale Membran möglich erscheint. 
Ergänzend soll das Bogenelement für die stückweise zusammengesetzte Fläche definiert 
werden. Auf den Kegeln hat sein Quadrat den Betrag 


de= {1 +2chn(&r)}di} + &{1 + 2c(ln (&r,) — 1)} sin: a dpi. 
Diese Linienelemente gehen für 9; = const über in 
d2—={l1+2cin (& r,)} de. 
Das Quadrat des Linienelements einer Kurve auf den Tangentialebenen hat die Form 
de = {1 +2cln (r, r,)} (da? + dy?). 
Die ersteren Linienelemente gehen demnach längs beider Geraden € = + a stetig in dasjenige 


auf den Tangentialebenen über. Man zeigt für jedes dieser Linienelemente gesondert, daß des 
Krümmungsmaß der deformierten Membran verschwindet. 


Der Eigenspannungszustand einer Membran 


Sucht man eine zuvor ausgewölbte Membran in ihre Ausgangsebene zurückzudrücken, 
so nimmt sie Spannungen auf. Die äußeren Druckkräfte greifen dabei normal zur Oberfläche 
an. Die Gestalt und die Befestigung der Membran gestatte die Vernachlässigung von Biege- 
und Torsionsmomenten. Da das Superpositionsprinzip gilt, darf man bei der Spannungsanalyse 
statt der thermisch verformten Parameter die unverformten Flächenparameter verwenden und 
die thermischen den elastischen Verformungen später überlagern. Außerdem werden die Rand- 
bedingungen am unverformten Rand befriedigt. Um Verwechslungen mit den thermischen 
Verschiebungen auszuschließen, sei der dreidimensionale elastische Verschiebungsvektor mit 


wm= {ws, Won» w„} 


bezeichnet. Die dritte Koordinate w, des elastischen Verschiebungsvektors liegt in Richtung 
der Flächennormale. Die Flächennormale ist dabei zum Mittelpunkt des Krümmungskreises der 
Parameterlinie positiv orientiert. 


. . Es sei hierzu das erste Beispiel betrachtet. Darin war der Betrag des halben Öffnungs- 
winkels der verformten Membran festgelegt durch die Gleichung sin =1-+.c. Dann gilt 
innerhalb der erlaubten Vernachlässigungen cos = /—2c und die Gleichung des Kreiskegels 
lautet mit z als Raumkoordinate z= &cosa. Die Temperaturverformung ist zweideutig, da 


es immer Doppelkegel gibt. Wir betrachten davon den Kegel, dessen Mantel in den negativen 
Halbraum hineinragt. 


Für die elastischen kompatiblen Verzerrungen des Kegels gilt nach der Membrantheorie 
in Richtung des Meridians die Gleichung [4] 


d 


E 


m 
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In Richtung der Tangenten der Krümmungskreise gilt aus Symmetriegründen die Gleichung 


We; W, 
Gene tolge 


Eu 


Die Gleichgewichtsdivergenzen des Kirchhoffschen Spannungstensors sind 
k,cosg t Zesna=0, 


d ; 
ES 


Dabei bedeutet Z die in Richtung positiver Flächennormale der Membran eingeprägte Druck- 
spannung. Gefragt ist nach dem Betrag der .Vektorkoordinate w,, wenn die Membran ihre 
ebene Ausgangslage erreicht hat. Die Randkreise des Kegels sollen bei diesem Übergang be- 
ständig in ihrer Ebene bleiben. Dazu muß jeder Punkt der Membranoberfläche in Richtung 
der Flächennormale eine Entfernung zurücklegen, die gleich der Entfernung zwischen dem 
Punkt selbst und dem Durchstoßungspunkt der in ihm errichteten Flächennormale mit der 
Ebene des äußeren Randes ist. Verwechseln wir diese Strecke mit ihrer Projektion auf die 
z-Achse, so ist die dazu gehörige Verschiebung 


w„=(b—£&)cosa. 
Nun gelten nach dem Hookeschen Gesetz die Gleichungen 
rin | 4 | 
a ee 
E m? 1 
ke — ee 5 | . 


Mit der obigen Bedeutung der elastischen Verzerrungskomponenten e, und e, erhält man 
Em? fe w 1 dw 
k= San en ; 
ans le & DIET nn de 


und 


k: = 


Em: = | W,, 
m —1|ld&E ' m\E& E 
Nimmt man darin den bekannten Wert w, = (b— £) cosa für die normale Koordinate des 
Verschiebungsvektors und setzt die so erhaltenen Werte für die Spannungen in die zweite Gleich- 
gewichtsbedingung ein, so erhält man die inhomogene Differentialgleichung zweiter Ordnung 


m—11 bb] 


at 


d2w; 1 dw; We 


dee £ de 'B = EST Nr mare 
für die Koordinate ı;.. 
Mit dem Werte cotga cos& = — 2c heißt das Integral dieser Differentialgleichung 
Im —1 | \ er B 
er Lian ; i 
W; ee le )triratt: 


Aus den Randbedingungen für die Normalspannungen in Richtung des Meridians 
{ke jema = Ukele=ı = 0 
ergeben sich daraus für die Konstanten die folgenden Werte 
m—1 a:Ina— b?Inb 


A=20| MT EL 


m a2 — b2 2m 


’ 


m+1l ab a 

2m B— a b' 
Damit erhält man für die Spannungen die Ausdrücke 

DB 2—-& a 
Ba & b 


& ® 2102 a 
=—cElni+l 4 BE e 


In 2AC 


ne 
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Dieses Resultat weicht um den 
der Aufgabe als ebenes Verzerrung as 
die Berücksichtigung der Momente unvermeid ist, 
Dann kann die Wölbung infolge einer Erwärmung für sonst 
sammenhängende Membranen errechnet werden, sofern die zuge 
Innern der Laplaceschen Differentialgleichung genügt. Aus dem Vorherge 
vor, daß diese Rechnung bei konstanten Randtemperaturen erspart werde 
der linearen Näherungen die Randbedingungen am undeformierten Rand befriedig 
ist diese Fläche durch die Projektion der Membran auf den Doppelkegel zweideutig 
Danach ist an einem der beiden Kegel die Bestimmung des Spannungszustandes 
experimentell-möglich. Die Größe der hierbei einzuprägenden Druckspannung läß 
verbleibenden Gleichgewichtsbedingung errechnen. Im Beispiel ist das die Gleichung _ 


k,cosa+ZE&sina=0. va: Aa gg 


Man erhält daraus { 

OT E BB &2-Ppa Ä a 

EB eg 

Frage Fer | 

Die normal zur Membranoberfläche eingeprägte ZugkraftZ ist demnach wegen des Faktors 

cV—2c = —2|c]”* klein von höherer Ordnung. Bisher wurde die Konstante c < 0 voraus- 

gesetzt. Der Fall c> 0 ist dadurch zu erledigen, daß man das Medium anfänglich auf einer 

krummen in eine Ebene abwickelbare Fläche ausgebreitet denkt. Ist die Fläche vorher richtig 
bestimmt, so wird sie nach Erwärmung vollkommen eben sein. 

Um den zugehörigen Eigenspannungszustand zu erkennen, hat man umgekehrt die Membran 
durch eingeprägte Normaldrucke in die gewölbte Ausgangsfläche zu verformen. Sorgt man 
hierbei dafür, daß eine Berandungskurve eben bleibt, und berücksichtigt die Spannungsfreiheit 
der Berandung, so ist der nichtkompatible Spannungszustand bekannt. 


Die nicht euklidische Auswölbung einer Membran 
Wenn die Temperaturverteilung der Poissonschen Differentialgleichung _ 
V:« T)=—c 
mit der positiven Konstanten c = — Q genügt, so läßt sich nach obigem die Konstante als 


Krümmungsmaß einer Fläche positiven Krümmungsmaßes c = auffassen. Kalorisch 


bedeutet Q die in der Zeit- und Raumeinheit im Medium erzeugte ne bzw. deren mecha- 


nisches Äquivalent. x ist hierbei die konstant vorausgesetzte Wärmeleitungszahl des Mediums, 
und R, und R, sind die Hauptkrümmungsradien der gewölbten Membran. Bildet die Membran 
einen Kreis vom Radius r=a, so erhält man bei stationären Verhältnissen die Temperatur- 


verteilung 
Qa Q 
Uhr tg ae: 
Mit den Abkürzungen c=« Ka und b= ak v läßt sich di - i 
teilungsfunktion so schreiben e 2h er 4% ki RR 
Deu 
& =0 —c Ft . 


Dabei sind nach Voraussetzung b und c sehr kleine Zahlen. Die in der Ebene inkompatibeln 
Verzerrungsgrößen lauten wegen der Radialsymmetrie 
du 2“ u 1 
az De a Aal; 
un a: ne inkompatibeln Verzerrungen auf der gewölbten Membran definiert 
erden. Man kann für die inkompatibeln Verzerrungen auf der Fläche i - 
dätischen Parameter & und y annehmen ü OR 


=, 


Er 


gm &,=0, & #0. 
D % N A rt i : 
nn et die Koordinate v;,—v des Vektors der Wärmeverschiebung der Differential- 
dv &2 
de + 2 == b == 0 3 
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oder integriert 


& 

D—= —C D + b & . 

Damit erhält man für die Änderung der zweiten Fundamentalgröße aus der Gleichung 
D) &2 

Ep = FE E= C A — > 

den Wert 
&2 
&, = C 6 . 


Das Quadrat des Bogenelements der thermisch verformten Fläche lautet dann 


x &2)2 
an = 1 +5 eh ante ra, 


oder innerhalb der linearen Approximation 


ar = |I +23 —clae+ ec +25 c&)ape. 


- 


Das dazugehörige Bogenelement ergibt das positive Krümmungsmaß K = c. Mit der Abkürzung 


E=&+0=8[145—ch) 


erhält man das Quadrat des Bogenelements 


an = ae + 21 Se) ap: 
in geodätischen Polarkoordinaten. 


i 1 : 
Die gekrümmte Kreismembran ist auf eine Kugelfläche vom Radius R= \z abwickel- 
c 


bar. Die Voraussetzung der Radialsymmetrie ist im kleinen in der Umgebung des Koordinaten- 
ursprungs erfüllt. 


Eine nicht zu große Kreismenbran kann sich direkt in eine Kugelkalotte verwölben, wenn 
der Randkreis ohne Dehnungsbehinderung in seiner Ebene gehalten wird. Für die Rechnung 
ist es bequem, die Temperaturverteilung in Kugelkoordinaten vorzugeben. Die Poldistanz werde 
durch den Parameter 9 gemessen. Für die geographische Länge werde die Bezeichnung 9 bei- 
behalten. In Richtung des Meridians setze man r = Rd. Damit schreibt sich die Temperatur- 
verteilung 


Ro» 


u 
: De 
oder mit c = PR kürzer 
DE 
au ee: 


Die Werte für die inkompatibeln Übergangsverzerrungen &; = 0 und &, +0 führen auf die 
Gleichungen 
dv © 
Ratı 
aus denen man bei konsequenter Vernachlässigung höherer als zweiter Potenzen von ® und von 
Produkten wie b 9 die Größen 


ee, Er 
ale un pr eot8 a =&5 


Ro" X; 
re und en 
mit ausreichender Näherung gewinnt. Mit dem gleichen Grade der Genauigkeit gilt dann auf 
der gebogenen Membran 
Rd —e.,RÖ=Rsind, 


v=zZvcos®%, 
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und damit Pe ; 

dee — k a en R? dd? + {R sin # + v cos d}2 dp2. 


Wegen der Kleinheit von v/R kann innerhalb der verlangten Genauigkeit nach Ersatz von v/R 
durch sin v/R und von 1 durch cos v/R auch dafür geschrieben werden 


dv \? hr v a 
ap = (R +59) d#® + R sin dcos „+ cos®sinz do? . 


Führt man die Abkürzung 9 + 5 = y ein, so erhält man für das Quadrat des Linienelements 
die einfache Form 


de = R2dy? + R? sin? y dp®. 


E 1 n 
Man sieht sofort, daß es zum Bogenelement der Kugel vom Radius R = — gehört. 


fe s: 

Um ein Beispiel für die zweite Form des Bogenelements zu gewinnen, sei eine geschlossene 
kreiszylindrische Membran der Höhe 2h und dem Durchmesser 2r gegeben (Bild 2). Die Tem- 
peraturverteilung genüge im Innern der Poissonschen Differen- 
tialgleichung 

Va T)=—c te =D, 
wobei die beiden Randkreise r, und r, gleiche konstante Tempe- 
ratur T, haben sollen. Dann ist die Temperaturverteilung nur von 
der z-Richtung abhängig und der Laplacesche Operator lautet 
@T 
V*(& T) =%X% 2 . 
Nach Eintritt stationärer Verhältnisse ergibt sich in der Membran 
die Temperaturverteilung 


Nee 


mit der Abkürzung für 
- RP 


Ein Punkt der verwölbten Zylinderfläche habe in vertikaler Rich- 
tung die Koordinate & von der Mittellinie des Mantels gerechnet, 


und tangential zu den Parallelkreisen die Koordinate p, gerechnet von g= 0. Dieinkompatibeln 
. Verzerrungen seien festgesetzt wie folgt &=0 und u, #0. 


Dann erhält man die folgenden zwei Bestimmungsgleichungen 


dv & : £&2 
Besser und a 
Daraus ergeben sich die Vektorkoordinate 
&3 
= b & — pe 
D © (6 6 > 
und die Änderung der Fundamentalgröße 
&2 
„eben 


Das Quadrat des Bogenelements der gewölbten Membran hat dann die Form 


2 
de = 1 +d—c5| der +2 (l—e,)2 dr. 
Mit der Abkürzung 


E=&+0=8jl 40 —cH] 


und dem obigen Wert für die Krümmungsänderung e, erhält das Quadrat des Linienelements 
im Rahmen der linearen Näherung die Form 


de = de + r{1 +25 (1—c&)dgR. 
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Wenn die Membran nicht allzu hoch ist und einer ihrer Parallelkreise während der Verwölbung 
in einer Ebene bleibt, so kann sich eine Rotationsfläche ausbilden. Das Bogenelement derselben 
kann in bekannter Weise dargestellt werden. Man darf dann innerhalb der Membran 


nd c 
—ez m cosyel 


setzen und erhält für das Bogenelementquadrat 


de = dd? + 7?{1 + 21 cos? Ye? dp. 


Der Charakter der Rotationsfläche hängt vom Verhalten der Größe ae a) ab: 
Je nachdem nämlich 
b 
E03 al mit er u ; 


ist hat die Fläche zwei konische Punkte, oder sie hat überall nur reguläre innere Punkte, oder aber 
sie, hat zwei parallele Rückkehrkreise. 


Eine zweite Definition des Linienelements 


Im Folgenden sei vorausgesetzt, daß die gewölbte Membranfläche in ihrem Inneren nur 
reguläre Stellen hat. Weiter soll einer ihrer Kreise eben bleiben, so daß sie eine Rotationsfläche 
bildet. Es handle sich dabei wieder um die Kreismembran, die unter der obigen Temperatur- 
verteilung gekrümmt ist. 


Dann können die inkompatibeln Verzerrungen auf der Fläche mit Verwendung von Zylinder- 
koordinaten in der folgenden Weise definiert werden 


D) r2 dv r? 
Te arrare 


Die Werte derselben können wie folgt festgesetzt werden 
.=0; et 


Daraus erhält man für die Vektorkoordinate den Betrag 


Tr? 
D = —C 4 Pi 
und für die Verformung der Fundamentalgröße den Wert 
r 
elzn 


Das Quadrat des Bogenelements ist danach 
dv)? N 
d? = I ul a dr? +{r + vv!” dp, 
oder in linearer Näherung 
r2 
2 


36 
d?={1+ er} eg r) dr? + ll re do? . 


Führt man darin die Abkürzung 


7? 
o=T j ar 
für den Radius ein, und bezeichnet die Parameteränderung mit 
y(o)? 
ea 


£#) 


so erhält es die Form 

di? = {1 + 9’(0)?} do? + 0? dp®. 
Wie bei allen diesen Fragen ist die Antwort nicht eindeutig, da sich die Membran nach zwei 
Seiten krümmen kann. 
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Der Eigenspannungszustand der Kreismembran 


Zum Schluß sei noch der Eigenspannungszustand einer kreisförmigen Membran vom Radius 
— a ermittelt, in derem Innern Wärmequellen gleichmäßig verteilt sind. u BE 
AR Die Membran wird bei dieser Wärmeverteilung zu einer Kugelkalotte gekrümmt. In der 
Umgebung des Pols lassen sich die Gleichgewichtsbedingungen näherungsweise so schreiben 


ie EEE 
de E ’ € p 


Dabei sind als Parameter Riemannsche Polarkoordinaten benutzt und die Spannungen in Meri- 
dianrichtung entsprechend indiciert worden, und es ist R= nz Die Größe Z ist die äußere 
Normalspannungskomponente in Richtung der Flächennormale. Die elastischen Verzerrungen 


sind aus dem Verschiebungsvektor {w;, w,, w,} ableitbar und können bei den bisherigen Ver- 
nachlässigungen folgendermaßen angesetzt werden 3 
dw; w, _ m U, 
rg me RE 
Ber teen en Gesetz erhält man aus der ersten Gleich- 
gewichtsbedingung die inhomogene Differentialgleichung für die Koordinate w; des Verschie- 
bungsvektors 
dw; ld, w m+1illdw, 
dee 0,2 de 00 Da 
Soll die Kugelkalotte in die Ausgangsebene der Membran zurückgedrückt werden, so ist zu setzen 
a2 & 
MR 
Damit lautet das Integral der Differentialgleichung 
mat, Ar n B 
mom & 
Die Konstante B muß verschwinden, wenn w; im Innern der Membran endlich bleiben soll. Die 


Konstante A ist dadurch bestimmt, daß die Normalspannung k: auf dem Rande r = a Null ist. 
Die letztere Bedingung ergibt wegen 


ee Em? = W,, a 3) 
m de ER N 


W; — 


für die Konstante den Wert 


— 3m a2 
4m R? 
und liefert die Normalspannungen 
E Ec E Ec 
en 2 2 we Re a1 2 ae 
= 5m a?) = 8 (£ 0) k, maß a?) 8 (3E a?) 
Der Wert der äußeren Normalspannung wird nach der zweiten Gleichgewichtsbedingung 
2% So 


4 


Die eingeprägte Normalspannung kann vernachlässigt werden, da die Konstante c darin von 
höherer als erster Ordnung auftritt. 


Zusammenfassung 


Die aufgeführten Beispiele für die Herstellung der Bogenelemente thermisch verformter 
Membranen lassen sich noch vermehren. Es soll vorläufig bei den genannten bleiben. Über die 
selbständige Bedeutung hinaus, die dem Gegenstand für sich zukommt, bietet die Kenntnis der 
verformte Fläche in manchen Fällen bei der analytischen oder experimentellen Ermittlung 
von Eigenspannungszuständen Vorteil. 

Ergänzend sei ein pseudosphärischer Verwölbungszustand angeführt, der infolge einer 
Temperaturverteilung auftritt, welche der Poissonschen Differentialgleichung Y#& T) = c mit 


> 


> 
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der positiven Konstanten c genügt. Die Membran habe im Ausgangszustand die Gestalt eines 
Kreiszylinders von der Höhe 2 h und dem Durchmesser 2 r. Die Temperaturverteilung sei wie im 
analogen Falle der elliptischen Krümmung nur in Richtung z einer Erzeugenden des Mantels der 


Membran veränderlich. Sind die Temperaturen auf den Rändern der Membran konstant 


2 
T,=T,= T,, so ergibt sich im stationären Fall mitb =«T, a die Temperaturverteilung 


GE 
& = az 


Diese ist symmetrisch zum Mittelkreis des Zylindermantels z = 0. Führt man Zylinderkoordi- 
naten ein, so heißen die inkompatibeln Verzerrungen auf der gekrümmten Membran 


= dv & &2 
re Ne &9 = oe 
2 
Setztmanz=0und, =—b— es ‚ so erhält man für den Betrag des Verschiebungsvektors 
h 3 
v=bE-+ es : 


Mit der Abkürzung 


2 
E=&4v=Ell+b+eR) 
folgt das Bogenelement eines Katenoids 
dl = dö? + r? (1 + b)? Co]? (ec £) dp? 
dann, wenn 
rl+b 1 
PSP | we) 
Bo Ve 
Drückt man diese Rotationsfläche durch Kräfte normal zur krummen Fläche auf den 
Zylinder vom Radius r(1 + b) zurück, so ergibt sich der Eigenspannungszustand der Membran. 


wobei R= 


ist. 
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Fehlerabschätzung für das Ritz-Galerkinsche Verfahren 


bei Eigenwertproblemen”) 
Von G. Bertram in Hamburg 


Aufstellung unterer Schranken und asymptotischer Beziehungen für gewöhnliche Bigenwertprobleme der Ein- 
gliedklasse. Konvergenzbeweis für das Ritz-Galer kinsche Verfahren. 


For the ordinary eigenvalue problems of the one-member class the paper gives lower bounds and asymptotic 
relations. The Ritz-Galerkin method is proved to be convergent. 


Etablissements de limites inferieures et de relations asymptotiques pour des problemes ordinaires de valeurs 
propres de la classe comprenant un seul terme. Preuve de convergence pour le procede de Ritz-Galerkin. 


VcTaHoBJIeHHe OMEHOR CHU3Y U ACHMIITOTHYeCKUX BbIPa5ReHNÜu B IIPoÖJIeMe COÖCTBEHHBIX 
3HaueHnH; MORA3aTeJIbCTBO CXONHMOCTH METOAA Purua-Tanöpkuna. 
I. Teil: Begründung und Diskussion der Fehlerformeln 
Aufstellung unterer Schranken und asymptotischer Beziehungen für gewöhnliche Eigen- 
wertprobleme der Eingliedklasse. Konvergenzbeweis für das Ritz-Galerkinsche Verfahren. 


*) Auszug aus der Dissert. d. Verf. Hannover 1950. Ref.: Prof. Dr. L. Collatz, Korr.: Prof. Dr. W. Quade. 
Ich danke beiden Herren für ihr stetes Interesse an der Arbeit. Herrn Prof. Dr. Collatz verdanke ich wertvolle 
Anregungen. 


En A 


Zur approximativen Lösung von Ra 
Ritz-Galerkinsche Verfahren besond 
setzungen zunächst nur obere Schranken für d 
Ausgehend von einer Idee von M. N. Krylc 
gewöhnliche selbstadjungierte, volldefinite Eigenwertproblem 
lich Fehlerformeln entwickelt, die häufig eine numerisch brauchbare Abschätzu 
werte nach unten ermöglichen; vorausgesetzt, daß die Koordinatenfunkti: 
gewissen exakt lösbaren Problemen entstammen, 
Nebenbei ergeben sich einfache Konvergenzaussagen sowie asymptotische B 
für das Konvergenzverhalten der Eigenwertfehler bei zunehmender Zahl der Ansatzglic ler. 
An einigen Beispielen wird gezeigt, wie sich von Fall zu Fall die Abschätzungsfe 
verbessern lassen. sfrben N 


2. Beziehungen des Ritz-Galerkinschen Verfahrens zu Integrodifferentialgleichungen £ 
Vorgelegt sei das gewöhnliche allgemeine Eigenwertproblem 2 m-ter Ordnung, das aus der en % 


Differentialgleichung a 
Miu =ANW] z „2... ea Be re 2.) 
und den Randbedingungen ER. 
| Of) = 0 ae aa .. 0) 


besteht. Darin sollen M[y] und N[y] die selbstadjungiert geschriebenen linearen Differential 
ausdrücke!) R 


Mal = DE) SI": Nyl— EC-Drlge) ya)" 


sein. Die f,(x) und g,(x) seien ina<x< b reell definierte, v-mal stetig differenzierbare Funk- 
tionen, ferner sei dort /„(x) = 0 und g,(2) #0 sowie 0 <n < m. Die Randbedingungen for- 
dern das Verschwinden gegebener homogener Linearformen in den (a), y(b) 


2m—1 u 
a Ja | 


mit reellen, nicht sämtlich verschwindenden Koeffizienten «,,, ß,., deren Matrix den Rang 2m 
haben möge; die Randbedingungen sind dann linear unabhängig. Sie seien so beschaffen, daß 
das Problem selbstadjungiert ist, d.h. für zwei beliebige, ina<sxr< b nicht identisch ver- 
schwindende, 2 m-mal stetig differenzierbare und alle2 m Randbedingungen erfüllende Ver- 
gleichsfunktionen u(x), v(x) sei > 


b 
[ {u M[v] — v M[u]} dx = 0 
und analog für N. Ferner sei das Problem volldefinit, d. h. es sei 


b 
[ u Mfu] dx > 0 


und analog für N. 

Unter diesen Voraussetzungen lassen sich die folgenden Sätze beweisen: ?) 

Satz 1: Das Problem (2.1), (2.2) besitzt abzählbar unendlich viele positive Eigenwerte 
ohne Häufungspunkt im Endlichen 0</, <A,<::-- mit ,—oo für v—oo, und zu jedem 
Eigenwert A, gibt es genau eine Eigenfunktion y,(x) bei der nachfolgenden Zählkonvention: 

Der k-te Eigenwert A, heiße s-fach und man zähle ihn seiner Vielfachheit entsprechend oft 
ha <y=dhrı= tt =igrsoı <Arrse.., wenn zu ihm genau s linear unabhängige 


ann kung) Ye» YUe+ıs---»Ykrs—ı gehören. Dann ist jede Funktion der linearen Schar 
8 — 


2% %,4% (&,=# 0) Eigenfunktion zu A,. 
n=k 


Aus dieser Schar läßt sich nach — abgesehen von einem Normierungsfaktor — freier Wahl 
von 4, eine Folge von s Funktionen Y;, Ya+1» » - » Yk+s—ı so auswählen, daß alle Yalızmıl 2,23 
der verallgemeinerten Orthonormierungsrelation genügen: 


b 
a a NZ 
[u Nas Eh u KEN, er 


!) Es kennzeichnet =- eine Definitionsgleichung; der Punkt steht auf der Seite der definierten Größe. 


?) Beweise unter etwas umfassenderen Vorausset findet in [6 — —286; 
ee ssetzungen findet man in [6] I, S. 231—250 und II, S. 251—286; 
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Satz 2: y,(x) macht den stets positiven Rayleighschen Quotienten 
d 
[ u M[u] dx 
Rn, 
ii u N[u] dx 


zum Minimum; und der Minimalwert ist gleich A, wenn u die Gesamtheit aller Vergleichsfunktionen 
durchläuft, die zu allen y,, Y2,... , Yr—ı verallgemeinert orthogonal sind: 


,=, Min Rfu] 
J u Niy,] dx = 0 


era ee 


Satz 3: (Courants Maximum-Minimum-Prinzip). 

Sind w,(X), We(X), . . ., Wr _ı(X) beliebige linear unabhängige, integrierbare Funktionen, und 
repräsentiert u(x) die Gesamtheit der zu allen w, im gewöhnlichen Sinne orthogonalen Vergleichs- 
funktionen b 
fuw,dı= 0 a BER ER EE 
a 


dann ist: 
),= Max fin Rlu] 


©, 


b 
Nun.de=0 
(k«=1,27.,k=]1) 


Man denke sich also zunächst die w, fest gewählt und das Minimum bzw. bei Nichtexistenz 
ersatzweise die untere Grenze von R für die zu den w, orthogonalen u bestimmt. Läßt man dann 
w, die Gesamtheit der betrachteten Funktionensysteme durchlaufen und greift man die größte 
untere Grenze heraus, dann erhält man /,. 

Wir betrachten nun eine zweite, geschlossen lösbare, selbstadjungierte, volldefinite Eigen- 
wertaufgabe 2 m-ter Ordnung bei den gleichen Randbedingungen (2.2) wie oben 


Pin Be el: .,2m 202 met 
Ply] = 3-1 [pie) a1". 


Entsprechend den Voraussetzungen über M[y] seien die p,(@) für asx=b reell und »-mal 
stetig differenzierbar, ferner sei p„(2) #0. Die Eigenwerte w, sind dann alle positiv reell 
0<w, <w;<S:--, und zu ihnen gehören die orthonormierten Eigenfunktionen 9,(2): 


Impede=d, EN Aa she EB (2,5): 


Aus diesen kombinieren wir linear einen r-gliedrigen Ritzschen Näherungsansatz für die 
zum v-ten Eigenwert A, des Ausgangsproblems gehörende Eigenfunktion y,: 


LER CE 


Diese Vergleichsfunktionenschar führen wir in die zu (2.1), (2.2) gehörenden Galerkinschen 
Gleichungen zur Bestimmung der a, ein: (Diese hängen i. a. noch von » und r ab!) 


b 
[pe tMii. AN} da = 0 RE Range Me 


Dieses lineare che Gleichungssystem für die a, ist genau dann nichttrivial Isar wenn die 
ee eeragnte verschwindet: (Säkalargleichungi) 


Det | |, (Mfg) —ANIg.]} de = 0 forals2, >... ur). 


mit 


Die aus dieser algebraischen Gleichung im allgemeinen r-ten Grades ermittelten Wurzeln A,, 
fallen nach bekannten Sätzen der Algebra sämtlich reell aus (s. [2], S. 254). Sie sind, wie man aus 
den Sätzen 2 und 3 herleiten kann, obere Schranken für die ersten r gesuchten A, und überdies oft 
brauchbare Näherungen. Zu ihnen gehören die zunächst nur bis auf eine freie Konstante aus (2.6) 
ermittelbaren a,, und damit finden wir als Näherung für y,(@): 


yo) = I a, 9,8). 
o=1 


> . 2. , Math. Mech. 
194 Bertram, Fehlerabschätzung für das Ritz-Galerkinsche Verfahren „4.37 Nr. 5/6. Mai/Juni 1957 


Mit /,, und y,, sind also die Galerkinschen Gleichungen identisch in 0 ‘ Er- 
setzen wir die Integrationsvariable x durch &, multiplizieren wir jede Gleichung mit a ‚um 
sodann alle Gleichungen über e von 1 bis r zu summieren, so erhalten wir die identisch erfüllte 


Integrodifferentialgleichung 


f K,(z, &) My] d& = 4,,r J Bla. 8) Ni (DIE (2.7) 
mit dem Kern 
IR) & 
Ka, a ara in ee Te ee: 


Derselben Gleichung genügen aber außerdem auch A, und y,, da man das als Identität in & ge- 
schriebene Ausgangsproblem (2.1), (2.2) natürlich beiderseits mit einem beliebigen Kern multi- 


plizieren und über € von a bis b integrieren kann. ER 
Nun sichern die Voraussetzungen über das Problem (2.4) — insbesondere die Volldefinitheit 


— die Existenz einer Greenschen Funktion K(x, &) zu P[y] = 0 und U,[y] = 0 (s. [2], S. 67), 
und ferner läßt sich K(x, &) nach dem Satz von Mercer in die für a<x<b absolut und gleich- 


mäßig konvergente Bilinearreihe entwickeln (s. [3.], S. 117): 


K(&, &) an I... (2.9). 
e=1 e 


Die exakten Lösungen A,, y, des Ausgangsproblems (2.1), (2.2) genügen dann insbesondere auch 
der Integrodifferentialgleichung: 


[K@HMWOIdE= 7, KINO 2.2.2... >. 2.10) 


Speziell für den Sonderfall P[y] = M[y] sind 
D 
[Ka,d)---dE und M][---] 
bei den Randbedingungen (2.2) Umkehroperatoren, und (2.10) reduziert sich auf 


b 
y,(z) = if K(2,&) Niu,(9] dE 0 Fo En (2.11). 
Eine analoge Reduktion erhalten wir für (2.7), wenn wir 
K(&, 9) = Ka) — > _— SEN Tate 0.12) 
. e=r+1 e 


einsetzen. Mit Rücksicht auf (2.4) für diesen Fall 


MIg.&)] = 0,956) 
und (2.5) kommt dann nämlich 


b b b 
[768 Mun.@1ae= [Ko 9 Mu, 91a [Zee 3« 0x de 
e=r+1 e o=1 


oo T b 
= I 9 I au [u Mlp,(9] de 
e o=1 a > ya 


e=r+1 
= 0, 98) 
mn 
=(, dastet ist; 
also mit (2.7) asteis o #0 ist 
b 
Url@) = ur | Kia, &) N[y,,,(&)] BE -a . (2.13). 


Ist darüber hinaus N[y] = 4%) -y (g(&) > 0 und stetig inasr<s b), dann erhalten wir an 
Stelle von (2.11) und (2.13) die homogenen linearen Integralgleichungen 


b 
Bi) =1, | Kine) ale) ule)ur (2.14) 


und 


d 
Y.() = 4,r f Kr) url) EI. ee (2.15). 


—————— 
A 


Gesucht s seien FR Eigenwerte A, und die Eigenfunktionen u). des BrRknS | 


MW=ig@y; UlyJ=0 (=12...,2m) 
Ferner seien die ersten r Eigenwerte ®, und ihre zugehörigen ı normierten Eigenfunktionen 
0) des vereinfachten Problems 


Far 


bekannt. Die Voraussetzungen seien die gleichen wie im 2. ea 
Dann erfüllen also A,, y, einerseits, A,,,, y,,, andererseits die Integralgleichungen (2.14) 
bzw. (2.15) mit den Kernen (2.9) bzw. 2.8). 
, Durch Einführung des neuen Kernes 


F: ix, &, 6) — Ky@, 9) +0 {RK — K,@, 9} 


Br [N _ fassen wir (2.14) und (2.15) unter a adulz eines Parameters & derart zusammen 
y,(x, 0) = 4,() / L(x, 8, nal) 3 (Er o).de hr tn u de Rree) 
daß für a = 1 die Gleichung (2.14) für die exakten Lösungen 
,l)=4, y@D) = y@) i 


und für & = 0 die Gleichung (2.15) für die Ritzschen Näherungen 
A,(0) — Ay,r 3 YlR, 0) z Yu,,(&) 
entsteht. 
Der durch Symmetrisierung für & = 0 entstehende Kern K,(z, &) Yq(z) : q(&) ist also positiv 

definit, ferner ist der zweite Kernteil in (3.2) & {K(z, &) — K,(x, &)} Ya@) q(£) positiv semide- 
2 finit, wie man bei Berücksichtigung von (2.12) sofort aus der zugehörigen quadratischen Integral- 
E - form ablesen kann. Ein Satz von H. Weyl (s. [3.], S. 113) besagt: Addiert man zu einem belie- 
3 bigen Kern einen positiv definiten Kern, so hat der Summenkern keine kleineren entsprechenden 
: we als der beliebige Kern. Daraus folgt sofort 
7 ,)>0 für O<asi. 
4 Bei Vergrößerung von «x um A& möge y,(x, &) in y,(,& + Aa) = y,(2,o) + Ay,(, &, Aa) 
E- und A,(o) in A,(& + Aa) = A,(&) + AA,(a, Aa) übergehen: 


Y,(2,) + Ay,(&,, do) = [A,(a) + AA,(&, Ao)] f L(x, 8,0 + Ao) q(&) [y,(&0) + Ay,(&&, Ao)] dE 8.3). 


Die Stelle x denken wir uns in O0 <a <1 beliebig, aber fest gewählt; Aa sei variabel, aber so, 
i dB0 za + Aa s1ist. 
 Subtrahieren wir (3.2) von (3.3), dividieren wir durch A& und addieren und subtrahieren 
wir rechtsseitig 


rule) [ Ua &, 0) 18) IE 0) + Aysle, a, Ao)] dE, 


dann erhalten wir bei Einführung der Abkürzungen 


Y(z, &, As) = oz (x, Ao), Ad Aa) 
mit Rücksicht auf = 
re &,& + Aa) — La, &,0)}= Un, ) = aF mare) I (3.4) 
Aa e=r+1 © 


durch geeignete Zusammenfassung für den Differenzenquotienten Y,(z, &, Aa) die identisch er- 
füllte inhomogene Integralgleichung 


Y,(x,, Aa) = A,(&) f L(x, &,&) q(&) Y,(& a, Aa) dE + r(&, &, Aa) 
mit A 
r(x, &, Jo) = A,(&, Jo) fi Liz, &,& + Aa) q(&) y,(&;& + Aa) dE 


+ Aa) [ Ele, ©) 4) u& a + Ao) de. 
13* 


yp der Fingliedkase. Zusammentassung der Probleme und e eine ‚Alter- Do 
nativausage Fee 


= Myl=iy Upl=0 @=12...,2m .......@) 


Yale Ber - 
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Der Alternativsatz für Fredholmsche Integralgleichungen fordert dann, daß r(x, &, Ac) zu allen 
y,(x, &) verallgemeinert orthogonal sein muß: 


{ g(x) y,(x, o) r(,o, do)dae=0 (=1,2,... zu 1,(6)) 


oder ausführlicher 


[ ala) 1a, {Ado, Ao) + Al) e=0 . 2... 2.85) 
mit 
(X, A 
= [Ike 85 + A) a) 046, a + 40) de = tn ve) 
und u 
e- [ Es, da@ud&a + An)de= S, — en) 2.) 9) 1 Yu, + An) de (vgl. (8.41) 
A) N 


a 
Damit läßt sich (3.5) auf die Gestalt bringen ; 
A,(&, A) 


= a aa 


b b 
= >> I | 1X) p,(x) y,(z, &) dx | Ep ui + Aa) 2 er (3.6). 
oe=r+1 8 
Darin ist der Faktor 1 1 (es) 
Aa, de)  _ Ma + A) Aa) _ Aue) (8.7) 
Al + A0) Ale) A Te A 


eine Funktion von & und Aa. 


4. Diskussion einiger Hilfssätze 
Die weiteren Überlegungen stützen sich auf die folgenden drei Hilfssätze: 


1. Hilfssatz: (Beweis s. [3], S. 128, dort für Kernfolgen. Vgl. auch [1], S. 84.) Hängt der 
reelle, symmetrische Kern einer homogenen Fredholmschen Integralgleichung stetig von einem 
Parameter & ab, dann ist die Funktion A,(&) in einer geeigneten Umgebung jedes endlichen 
A,-Wertes stetig. 


Zusatz: A,(&x) muß damit nicht notwendig überall stetig sein, wo der Kern stetig von « ab- 
hängt, wie das folgende Beispiel zeigt: 


3 | 

ya) =A {18 2E +82 — 32 — 38} ylE) de 
0 

hat die Lösungen 


2 
)1(&) = =. y@,o)=2—3t 


Ayla) = 


a 3( 


fü (Für 4,8) = 468) = 2 kann man z.B. auch 


wählen 


> = 
1) ;  Yolz, co) = y3 L, 


1, “ 
yv=loyh-Y3(— 22). 


Yyı,2(&3)=A+ Br 
genügt dann der Integralgleichung,) 
Folgerung für (3.2): 


1 1 
Mit‘ . istauch ,_ -_ lokal stetig. Da ferner _— für alle & eindeuti tiert undO< 
‚RR 8. 1 ig existiert un IS, 


1 
1%) 


—0 für v—oo ist, folgt für 


1 die Stetigkeit, etwa im Intervall O<a<s1. 


+ 
“ 
Y 
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2. Hilfssatz: (Beweis: [3], S. 128, dort für Kernfolgen. Vgl. auch [1.], S. 84.) Der reelle, 
symmetrische Kern einer homogenen Fredholmschen Integralgleichung hänge stetig von einem 
Parameter & ab, und für ein festes «, des Stetigkeitsbereiches sei 

A,(&0) = lim A,(&) = lim 4,41(0) =... = lim A, 4,10) , 
dagegen gelte diese Relation nicht für A,_1(&) und A,45(0). Dann konvergiert für & —&, die 
lineare Schar aus den Eigenfunktionen y,(z, ©), ... , %+s-1(%, &) gleichmäßig gegen die lineare 
Schar der Eigenfunktionen- des Kernes mit dem Parameterwert «, für den Eigenwert A,(«,). 


Dabei sind gegebenenfalls die zu x,(&,) = Ks = (0) gehörenden Eigenfunktionen mitzurechnen. 
Folgerung für (3.2): Re | 
Die Integralgleichung (3.2) habe nach der Symmetrisierung bei festem «x aus 0<a<1 


den s-fachen Eigenwert A,(«) mit den orthonormierten Eigenfunktionen n+(&,6),...,nf4s_1(%, 0). 
Dann sind auch alle Funktionen der linearen Schar 


N,8.&) = 2 ,.(&) Mae, &) 


Eigenfunktionen zu A,(a). Die i,,(&) sind dann einerseits so wählbar, daß die n,(x, &) normiert 
sind; andererseits kann man über sie dem 2. Hilfssatz zufolge so verfügen, daß die Summe gleich- 
mäßig in x stetig von & abhängt, d. h. für hinreichend kleines Aa(e) ist gleichmäßig für alle x 


s(x+ 4) & s(c) 
| 2 oe Ir Ac) Nv+0—1(X; & + Aa) GE 2 10%) Nero 9) = 


bei beliebig klein vorgebbarem e> 0. Damit hängt auch die Eigenfunktionenschar der nicht 


symmetrisierten Integralgleichung y,(z, &) a stetig von & ab. 
q4(x 
3. Hilfssatz: Füreinein0O <x<I (l> 0) eindeutige, stetige, reelle Funktion f(x) existiert 
innerhalb dieses endlichen Intervalles zu jedem beliebig gewählten Ah mit 0 < A<! stets mindestens 
ein (i. a. von h abhängiger) Zwischenwert £mitO <z<i+h<l,so daß 
9 —f0) _f@+M—-I@ 
l h 


ist. 
Beweis: Wir denken uns die Punkte P = (0, f(0)) und Q = (I, /(l)) durch eine Gerade mit 
der Steigung A) verbunden. Dann wählen wir ein h und unterwerfen das Kurvenbild 


i D — f(0 
zu f(x) einer x-Translation um Ah und einer y-Translation um Ah en Die verschobene Kurve 
schneidet mit Rücksicht auf die Stetigkeit von f(x) die unverschobene Kurve innerhalb des Inter- 
valles <0, !» in mindestens einem Punkte. Wir nennen fix) 


ihn bzw. einen beliebigen von ihnen R und denken 
uns durch R die Parallele zu PQ gezeichnet. Diese 
trifft die ursprüngliche Kurve um A links von Rin 
einem Punkte S, dessen Abszisse wir £ nennen. Die 


Steigung von SR ist dann gleich der von PQ und 
zwar 


fE+h —I@) 


S ze 
“ 
Zusatz: f(x) darf in 0 < x < I sogar noch endlich viele Pole von gerader Ordnung besitzen. 
i 1 Ä 
Folgerung: Wir wenden den Satz auf die stetige Funktion u) an und erhalten die Aus- 


sage, daß zu beliebig klein vorgegebenem Ax = Aa 
ein Argumentwert & = &(4a) existiert, so daß (3.7) 


Alyys) ne 1 Ar —4, 


REN en rn la, 
ee nn 


Te 


wird. 
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5. Eine allgemeine Fehlerformel 
Die Alternativrelation (3.6) nimmt mit (3.7) für beliebig kleines Aa = Aß und « = &(Ae) 
nach (4.1) die Gestalt an } : : 
Me S = 
Es ne — 15: FI@) Pelz) Ylz, 8) dr 
A, x Ayr SR 107 £ a 5 
mit 


b > ” 
T— [ q(&) y,(x, & + Ao) - y,(a, &) de 


bzw. 3 
I, > f 4x) 9X) Y,(; & ir Ac) de. 


Wählen wir Ax hinreichend klein, so weichen nach dem 2. Hilfssatz diese Integrale beliebig wenig 
von 


a) y.(2,0) de —=1 (vel.x2.311) 2. ie De (5.1) 
bzw. ä 
Sa) 9.8) ya, &) dE 
ab. 
Mit = ” 
y,(2,& + Aa) = y,(z, &) + Ay,(a, &, Ac) 
und 


— b — 
&(&, Aa) — [ q(@) Ay,®, &, Aa) y,(x, &) dx 


=, b ” b E 
2.65, 80) — [ 10) Bel) 4, 8) de | 900) Pal) Aysle, & Aa) dr 
können wir dann schreiben 
I Ay u, Ale SI Il Pater pe) une, 9 dr] + euä, AR) 
hr har ur. © ||e IE) PIE er > ; 
Führen wir ein 
Sn. &(% Ae) FA a 
[4 Er, in ’ 
u her een: 
dann erhalten wir 
Ayr —h, 1 > E, 2 et 
Srre > ER f aR) PR) Yl@ &) 2 tal, Ann, See (5:2). 


e=r+1 


Wir behaupten, daß g,,, auch beliebig klein gemacht werden kann. Das ist zunächst klar für e, das 
sich mit der Schwarzschen Ungleichung und dem verallgemeinerten Mittelwertsatz der Inte- 
gralrechnung bei Einführung der nach dem 2. Hilfssatz gleichfalls beliebig klein zu machenden 
Größe 


Im b m 
ö(&, Aa) = Yj Ayy(x, &, Aa) dx 
und mit Rücksicht auf (5.1) dem Betrage nach abschätzen läßt zu 
u b Be 5 — 2 — nd 
[el & Vans V Sata) 32%, 6) az Vf Ayske, 5, 2%) de = Yan 86, A). 
Wegen (2.5) ist ferner 


“ IR) PelX) y,(R, &) da 
und damit für alle o gleichmäßig: 


= Van. [itı) ar dx (0) Rz Su dı = a Vamaz Fa (9.3) 


Il = Ylmas V Foo o: PR) de | Anke, &, Ep dr < Yanaz (6, Ao) . 


Benutzen wir noch die durch Intreraiion des Mercerschen Satzes für x = & beweisbare Beziehung 


SR, EIN Se 


e=1 {2} 


> 
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in der das Integral sicher existiert, dann können wir abschätzen: 


Sara ER FEN BERN ne 1 a 
he in &|-——— — <s I Yanaz' [ K(z, x) d a : 
als IE + le ES NVünnn SR, 2) de + Van BE) 06, AR) 
Der Inhalt der geschweiften Klammer ist nur von » und r, nicht aber von Ax und & de) abhängig. 
Mit ö kann auch g,,, beliebig klein gemacht werden. 
_ Wir lassen nun &,,—0 gehen und behalten in (5.2) rechtsseitig eine konvergente Reihe 
positiver Glieder, die sich mit (5.3) und (5.4) majorisieren läßt zu 
d 


> el de) PelR) Yolz, 8) IE Hr CE ud 6 


e=r+1 oe |@ e=1 e 


Lösen wir 
- oo 1 b er 2 
Ar =hychur I, — | [&) 9,8) y,x, &) 21 Sure a6 Vesslänk (5.6) 
gerri Ve “ 
nach A, auf und bilden wir A,,, —A,, dann erhalten wir als eine erste Form der Fehlerformel 


oo 1 b ” 2 
PR LCLCTET 
an A 


al 3, [eo ntue® «| eu 


e=sr+1 oe |[® 


hat, läßt er sich 


Da der Quotient die Form der für {> 0 monoton wachsenden Funktion 1 n r 


nach oben abschätzen, indem allein die Integrale in Zähler und Nenner gleichermaßen nach oben 
abgeschätzt werden. Dadurch erhalten wir die gesuchten Fehlerformeln. Mit (5.5) lautet eine 


erste Abschätzung: 
b 


> r 1 
RAN e9@-%-,, 
e=1 © 
EN Mu 2.2.2... (5.8). 
© r 1 
Da ke»e-3%,; 
e=1 [2 


[77 


In den Abschnitten 8 und 9 werden wir zeigen, wie sie sich in speziellen Fällen verbessern läßt. 

Denken wir uns in (3.6) den Quotienten auf der linken Seite durch (3.7) ersetzt, dann läßt 
die Diskussion einer (5.2) entsprechenden Formel analog den obigen Abschätzungen den Schluß zu, 
daß für beliebige x aus O0 <«a <1 und hinreichend kleine A« stets 


1 
ara) 
A,(&) 
4a =0 
ist. 
Insbesondere folgt daraus die auch aus dem Weylschen Satz herleitbare Beziehung 
1,2410) SA, N ee (3.9). 


6. Konvergenz und eine asymptotische Beziehung 
Mit Rücksicht auf },,, > A, und (5.5) erhalten wir aus (5.6.) 
So 1 
2 
Ar —a, <A r Oman DZ a (6.1). 


e=r+1 e 
Für umfangreiche Klassen von Problemen wachsen die ®, asymptotisch wie 0°”: (s. [2], [3], 
[4], [5], [6], [8], [9], [10]!) 
en ea (2) 


Br 0 
Mit der positiven, gleichmäßig beschränkten Funktion C(o) 
lim C()= CG>0 


0—>X 


9, = Cde): 0°". 


können wir dafür schreiben 
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Wegen q 
a et 1 ROM E 
ee <z 5 (fin Ce) + 0) 
fin Co) HR Co)e* In lo) a,” 
existiert ein C, mit dem | 
ee 
e=r+l D C e=r+1 27 
ist. 
Da ferner 
oo oo 
dt 1 — 1 dt >. 
= i ER = =— 
2m (m — 1) (r + Je x oem fe (2m — 1) rm-1 
u! 


ist, erhalten wir mit den von o unabhängigen, in Abhängigkeit von r beschränkten Größen 


x 


2 
(© An, CE Amaz 
v,r ne 5 


aus (6.1) Ar e 
= . m a u en 
A As < Cor 2, ae (2 m =. 1) E rm ( ) 


Da die rechte Seite für r —oo gegen Null geht, müssen die A,,, —/, konvergieren, sofern eine 
asymptotische Beziehung der Form (6.2.) gilt. 
Eine Erhöhung der Ansatzgliederzahl r ist offenbar um so fruchtbarer, je größer m ist. 
Für das Sturm-Liouvillesche Problem 


— (hy) +fhy=i%gY; ellsstnsalie > To: 0 "stelen a 02.0 
ya) + @ylo) = 0 
63) + c,y0) = 0 


Ar 4, =Gr >> EEE Sach 


2m 
e=r+1® E 


Durchgerechnete Beispiele zeigen, daß sich das durch (6.3) beschriebene asymptotische Ver- 
halten tendenzmäßig vielfach schon für kleine r abzeichnet. 


7. Die Eingliedklasse 
Wir diskutieren selbstadjungierte, volldefinite Probleme der Eingliedklasse 
My] =1--1rI,@ y9®; Uy)=0 (w=12...,2m) 
unter den früheren Voraussetzungen und behandeln sie nach dem Ritz-Galerkinschen Ver- 


fahren mit den zu den w, gehörenden orthogonalen Eigenfunktionen 9,(2) von (3.1) als Ansatz- 
funktionen. (2.13) und (2.11) nehmen die spezielle Gestalt an 


Yurl®) = Ar | Krk, 8) dgl) UErE)] dE, 


beispielsweise ist mit m =1: 


b 
ua) = A, | K@ 8 DPI) KOM de. 


Nun sei 3n <2m — 1, und unter den Randbedingungen mögen die Bedingungen (s. [2], S. 90; 
nach [8] I, S. 352 darf die Bedingung 3n < 2m — 1 entfallen!) 


ya) = yY9(b) = 0 für =D Teen 1 
vorkommen. 


h Durch n-malige Teilintegration und n-fache Differentiation lassen sich die Probleme dann 
überführen in die gleichwertigen 


b 
" OenK (x, 
EN ne | aan UNE 


a 


b 
5 02 nK ; 
| age IE) UNE. 


a 
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Die Zusammenfassung der Probleme geschieht jetzt durch Einführung von 
AR (8,8) Dark (m, E)TERoE" Kt 32) 
L ‚5 = " - 7 "—Z 
on T | Oacr Dem a 
.. ya) füra=0 bei A0)=A,, 
268, 3 ie) für a=1 bil). 
Die Lösungen z,(x, a) zu A,(&) des kombinierten Problems 


z,(x, 6) = 1) ] L(z, €, &) 9,(&) 2,(&; &) dE (<a<sI|I) 
lassen sich wieder verallgemeinert orthonormieren 
| 'e 9,2) 2,(20)12,(2, 0) du.=id,,.: 
Der Kern L(«, &, &) ist stetig = allen 3 Variablen (vgl. [2], S. 90£ff.), positiv definit und sym- 


metrisch. Der weitere Rechnungsgang entspricht Schritt für Schritt den früheren Überlegungen, 
sofern wir uns die @,(x) normiert denken durch 


Iom@pde=1. 


Analog (5.7) bzw. (5.8) erhalten wir dann die Abschätzung: 
oo 1 b 4 2 
A Br = | FIRE) PR) zu, &) 2 


=r+1 oe|@ 
Ayr—), u Bar — .. 1 = ö ee 
re ne Say) ma). 262,8) de 
e=r+1 @®, a 
b 
* (g2nK(x, &) a 
VRE (mar J re dx > au 
) 


=1 


dans - = Dreh 
| "(o2rK(x, &) lee 
1 + %,r° (Inmaz } (ma een * e &® 


(77 
Sofern eine asymptotische Eigenwertverteilung von der Form 


0, = Ce): m 
gilt (s. (6.2) und die dazu angegebene Literatur!), tritt an die Stelle von (6.3): 


5 ! C Ann (In) 
A, —/, = G —_ rer. aan er ee x n/maz F 
DE St er all [2 (m St n) Er 1] 1? (m—n)—ı Bi u 
Für r —oo folgt daraus wieder die Konvergenz A,, —A,. Eine Vergrößerung von r ist jetzt 
asymptotisch um so lohnender, je größer m—.n ist. 
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 Differentialglei 
Von Julius Albrecht in I 
Diskussion des Differenzenverfahrens bei parabolisch 
schwingungsgleichung): Zusammenhang zu ;schen Stabil üttweite und 
punkte; Genauigkeit (Mehrstellenverfahren); gekrümmte Rän Runge-Kutta- 
A discussion of the method of fimite differences as applied to parabolic differential 


and bar vibrations), concerning in particular: connection between aba 
position of lattice points used; accuracy („„Mehrstellen-method“); curved boundarie : 
Discussion du procede des differences dans le cas d’&quations differentielles du type : olig 
de la chaleur): relations entre stabilite, intervalle de temps, situation des points employes; ‚precisü 
plurilocale); contours courb&s; principe de Runge-Kutta. EEE DE es, 
* O6cy»kmeHme MeToma KOHeYHBIX Pa3HocTei MIA TaPabonmyeckux nuddepenumas ; 
ypasuennü (ypaBHeHHA TeIIOINPOBONHOCTH M KoeÖaHuü CTep>KHA): CBA3b Merkıly YCT day 
BOCTbIO, IIATOM IO BpeMeHHOÜ IIepeMeHHOÄ HM PAcIIOJO>KeHHEeM HW3JIOBbIX TOUEK CeTEKH; TOYU- 
HOCTB; KPUBOJIHHeÄHBIH KOHTYp; IpuHmmm Pynre-KyTra. PS ; rar 
Beim Aufstellen finiter Ausdrücke für das Differenzenverfahren bei parabolischen und 
hyperbolischen) Differentialgleichungen sind mehrere, im folgenden am Beispiel der Wärme- 
leitungsgleichung ; Ei 
Au— Ku,=r(P,t, u) See 
ausführlich erläuterte Gesichtspunkte zu beachten: 


1. Stabilität des Verfahrens. 

2. Große Genauigkeit der Rechenformel durch hohen Taylorabgleich. . 

3. Verwendung einer nicht zu kleinen Zeitschrittweite, d. h. eines möglichst großen ‚Schritt- 
parameters‘ s. (Es ist zweckmäßig, I=sKh2 zu wählen; h: Maschenweite bezüglich der Orts- 
koordinaten, !: Schrittweite in Zeitrichtung.) 


4. Übersichtlicher, einfacher Gang der numerischen Rechnung. 


Die Stabilität der verschiedenen Verfahren hängt entscheidend von der Auswahl der- 
jenigen Gitterpunkte ab, die in die betreffende Gleichung eingehen; neben einigen bekannten 
Formeln, bei denen von einem bestimmten Wert des Schrittparameters ab Instabilität eintritt, 
werden neue finite Ausdrücke mitgeteilt, die für jeden Wert von s stabil sind. — Ein wesent- 
liches Ziel dieser Arbeit ist es, das Mehrstellenverfahren, das sich wegen seiner hohen Genauigkeit 
vielfach bewährt hat, auch für die (nichthomogene) Wärmeleitungsgleichung auszubauen. 

_ Besondere Beachtung finden ferner (bei Funktionen u(x,, X, £)) solche Bereiche der x, — 25 
Ebene, die von krummlinigen Rändern begrenzt werden; es ist erforderlich, dafür neben den 
‚Regulären finiten Ausdrücken‘ auch ‚Irreguläre finite Ausdrücke‘ bereitzustellen. Weiter sei 
auf eine Übertragung der bei gewöhnlichen Differentialgleichungen bekannten Methode von 
Runge-Kutta hingewiesen. Ein Anhang enthält Formeln zur numerischen Behandlung der 
Stabschwingungsgleichung. 


nt 


FR ’7 
er 
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1. Die Wärmeleitungsgleichung bei einer Ortskoordinate 
1.1. Problemstellung, Bezeichnungen, allgemeiner Ansatz 


Als typisches Beispiel einer Anfangsrandwertaufgabe greifen wir das Problem heraus, eine 
Temperaturverteilung u(x, f) aus der Wärmeleitungsgleichung 


A SE en Were 
0x2 ol in Sue N 
(K Konstante) sowie den Anfangs- und Randbedingungen: 

u(&, to) = |) (asısb) 

u(a, ) = gut) =!) 

ud, ) = (t) bs!) 


zu bestimmen. Zunächst legen wir ein Gitter fest durch die Maschenweiten A (in x-Richtung) 
und !=sKR? (in t-Richtung): 


sy =%+[h EA ei 5 


(x, ideen 4%) .. (dd. Z 


Kebhtkl. (k=012.8 
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In den Gitterpunkten P;a = (&, 1) sind nun Näherungen U, , » u(&;, {,) zu berechnen, und 


zwar ermittelt man, ausgehend von den bekannten Anfangswerten U,,(j/=0,1,2,...,n) 
und Randwerten U. wmdU,;,k=0, 1,2,...), Schritt für Schritt die Größen U, a5 U, PR 
U,.-.--(=123...,n—|]). 

Wir legen unserer Diskussion verschiedener dazu verwendbarer finiter Ausdrücke die Entwicklung eines 
allgemeinen Ansatzes nach dem Taylorschen Satz zugrunde (Schema 1). Auch !) hier ist es zweckmäßig, partielle 
Ableitungen geeignet zusammenzufassen, etwa zu Lu, Z?u, ... (wenn es sich um die Aufstellung finiter Gleichungen 
für einen Differentialausdruck Zu handelt); die Taylorentwicklung nimmt dadurch eine übersichtliche Gestalt 
an und man kann leicht angeben, welche Möglichkeiten hinsichtlich des Taylorabgleichs bestehen. Bei der 
Wärmeleitungsgleichung ist 


ou ou Au u u 
= RK; au OR N RE 
a a a 7 aa 
Schema 1 


Gut AU, gr + dboltiı,at Urı,a) + di W-ı,8Hı + %rı, ar] 


h? 
+ 57 tdoLug+ Alu gr + Bollu,g + La, a.+ Billa, ern + Dura, rl} 


— un +aı +25 + 2b,} 
et Lu 2, De LAT 2B,} 
2!l Kwf{ 2san, +2b,+(1+2s) 25,} 
4 
ä Tu | 3b E 2d,+ (5) 2B,+ 22,0 
rq KLuf 4, +0+69)45, + (5) 24, +2B,+ l+20)2 21} - 


Kufl2 a, +25, + (1+12s+128)25,} 
+ Glieder 6. und höherer Ordnung. 


1.2. Zweizeilige Formeln mit einer Unbekannten 


Die zuerst zu besprechende Klasse von Formeln gestattet die Berechnung eines neuen Wertes U;, g+, (Zeit- 
punkt i;},) aus den drei bereits bekannten Werten U;_,, x, U5,r, Uj4, x (Zeitpunkt tr). 


Beim gewöhnlichen Differenzenverfahren (Taylor abgleich bis h? einschließlich) setzt man bekanntlich [2] 


%a=1-2s a,=—l1 b=8 
A=—25% AN 0 B=—2sb 
rechnet also (mit R; x = r(zj, tk, U;, x)) nach: 
U, rn = (1285) [Ü—sH# Ry,a+s{[lU—sKR Ry,s + [U —s# Ru, - - - - (12). 


Als ‚Stern‘ geschrieben lautet diese finite Gleichung: 
i | a 


Aus mehreren Gründen ist hier die Wahl s = - zu empfehlen: 


=; 70 -3* 2 zeR|,, 
s=z U,mszll ger „+ U -grR, | 


1. Es brauchen nur Werte in Punkten eines der beiden durch ,‚(} + k) gerade‘ und ‚,() + k) ungerade“ 
festgelegten Teilgitter benutzt zu werden. 


PER — c7 ist der größtmögliche Wert, für den (1.2) noch stabil ist. 


3. Es liegt ein denkbar einfaches Rechenschema vor 
1 
a) U;, 24, als arithmetisches Mittel; b) R, cu =? (& tern, Ua); ©) Uran — 5 h? R,, kah- 


Zur Untersuchung der Stabilität?) denkt man sich Anfangsfehler e, , in Form einer trigo- 
nometrischen Reihe dargestellt [2] und macht für die Lösung &,, der homogenen Fehler- 
gleichungen den Ansatz: 


8, = sinj&-ik I EN 0 LA). 


!) Für den Spezialfall L u = Au wurden diese Zusammenfassung partieller Ableitungen zu geeigneten 
Operatoren und die sich daraus ergebenden Vorteile bereits früher ausführlich diskutiert [1]. 

2) Bei Fehlerabschätzungen unterscheidet man grundsätzlich zwischen den (bei jedem Rechenschritt neu 
begangenen) ‚Quadraturfehlern‘ und der ‚Fehlerfortpflanzung‘ dieser Quadraturfehler (und der ‚Abrundungsfehler‘) 
bei künftigen Schritten; die Stabilitätsuntersuchungen beziehen sich auf die Fehlerfortpflanzung. 
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Das Verfahren heißt (streng genommen jedoch nur für r=0) stabil, wenn A| =1 ausfällt 


für beliebiges, reelles &, sonst instabil. — Hier ist! =1--4s sin? = ‚ die Stabilitätsbedingung 


1 
für (1.2) lautet also: s Ss 5 


Bei der Aufstellung genauerer Formeln, also der Durchführung eines Taylorabgleiches 
bis h*, folgt aus: 


4 
Faktor von u: =, ++ 25, er 
h? j 1 
„2 EL) fm: 0= 254, +25 AFFE Os 
nA 
„> ER me wi: (= 122a, +2b da=—|1. 


Die Koeffizienten der übrigen Glieder lassen sich ebenfalls abgleichen, wenn man nicht 
nur die Funktionswerte u, sondern auch die Differentialgleichung L u = r in allen vier Punkten 
P,r+15 Pj-ı,» Pjw Pj+ı,» heranzieht (Mehrstellenverfahren); man erhält aus: 


2 1 4 
Faktor von J Lu: 0=2+4+4+2B Aa ae 
RR 75 I „fe u 
„ er are: 0-z+{)l 2 Bo] De 36 
hr 2 4\[1 Baar: 
» > qzE#tu: 0-34 a A+2 2%) Amer 
Die Mehrstellenformel lautet also (wieder als Stern geschrieben): 
SU Ur EN ia 
1. 12 
sSÄ- Ph mnC200HEETEE TEE (1.5). 
1 
DU=U ic h 


Aus den bereits bekannten Werten DU (Zeitpunkt i,) ergibt sich so zunächst SU, ,;ı, daraus 
(i. a. iterativ) U, 541 und schließlich DU, ;;ı (wieder als Ausgangswert für die Rechenschritte 
von f;ı] nach f;,2). Die Iteration entfällt, wenn r höchstens linear von u abhängt; insbesondere 
geht (1.5) für r= 0 über in (Milne [4]): 


Il 


1 
Re Ur = 10-1, + 4U;R + Urne) EEE cs (1.5a). 


Aber auch bei beliebigem r(z, t, u) läßt sich die Iteration vermeiden, wenn die Idee des Runge- 
Kutta-Verfahrens benutzt wird; es gilt dann folgende Rechenvorschrift (Abgleich bis h? ein- 
schließlich): 


“ a) Abkürzungen. 
Buesridgn),  Bymrai fr), Yır= | Dez - h2 |, 3 
b) Berechnung eines Rohwertes. 
Ur = 5 Mat EV, uH VOLLE. 0 (1.6b). 
c) Berechnung der endgültigen Näherung. 


1 E l 
U 5 Wir +4W;,% + Wir, — 5% ER RE (1.6 c). 


An einem Beispiel vergleichen wir nun die Genauigkeit der Näherungen des gewöhnlichen 
Differenzenverfahrens und des Mehrstellenverfahrens; bei den zuA=0,1 bzw. h=0,2 ge- 
wählten Maschenweiten ist in beiden Fällen etwa der gleiche Arbeitsaufwand nötig. 


I. Differentialgleichung: U WO an lie er >00 
Anfangsbedingung: u = c08 5® auf —lsrs.-1, t=( 
Randbedingungen: Ba a Bahr a 

u =0 auf z=-+l, t>0. 


II. Lösung: u=e * co x. 
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III. Näherungen U;,r (in Klammern: Fehlerangabe 107 &;, 7): 


a) Gewöhnliches Differenzenverfahren nach (1.3); s — eb h= 0,1; 80 Rechenschritte bis t = 0,08. 


> 
Tabelle 1a 
x 
no 0,0 | 02 0,4 | 0,6 | 0,8 | 1,0 
0,00 l 0,951 0565 | 0,809 0170 | 0,587 7853 | 0,309 0170 0) 
0,02 0,951 6554 | 0,905 0781 | 0,769 9054 | 0,559 3690 | 0,294 0777 0 
0,04 0,905 6480 | 0,861 3224 | 0,732 6846 | 0,532 3266 | 0,279 8606 0 
0,06 0,861 8648 | 0,819 6822 | 0,697 2633 |. 0,506 5914 | 0,266 3309 0 
0,08 0,820 1984 | 0,780 0550 | 0,663 5544 | 0,4821005 | 0,253 4552 0 


(—6703) (—6375) (—5423) (—3941) (—2072) 


b) Mehrstellenverfahren nach (1.5); s= -. ;h= 0,2; 60 Rechenschritte bis t = 0,08. 


Tabelle 1b 


0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 


0,00 1 0,951 0565 | 0,809 0170 | 0,587 7853 | 0,309 0170 
0,02 0,951 8507 | 0,905 2638 | 0,770 0634 | 0,5594838 | 0,294 1381 
0,04 | 0,906 0197 | 0,861 6760 | 0,732 9854 | 0,532 5450 | 0,279 9756 
0,06 , | 0,862 3955 | 0,820 1869 | 0,697 6926 | 0,506 9034 | 0,266 4949 
0,08 0,820 8718 | 0,780 6955 | 0,664 0992 | 0,4824964 | 0,253 6634 
(31) (30) (25) (18) (10) 


Diese Ergebnisse (Fehlerverhältnis etwa 1:200) begründen (ebenso wie die Theorie) die 
Empfehlung, Formeln mit hoher Genauigkeit (und kleinerer Zeitschrittweite) vor solchen mit 
großer Zeitschrittweite (aber geringerer Genauigkeit) zu bevorzugen. (Bei empirisch gegebenen 
Daten können andere Gesichtspunkte gelten.) 


Dan 


Einer der Vorzüge der mit s= 5 arbeitenden Formel, nämlich die Beschränkung der Rechnung auf ein 


Teilgitter, bleibt erhalten, wenn man zu P; 44» Pj-ı,% Pjtı,» noch P, 7, hinzunimmt: 


U 
25 
SIT a2 
pe (1.7) 
1—2s 28 
—_ Dee yore 
FH 1238 i LU-.98 


Hinzu kommt aber noch ein weiterer Vorteil: Bei dieser Formel (Abgleich bis h? einschl.) liegt für beliebiges 
positives s stabiles Verhalten vor. Der Ansatz (1.4) führt nämlich auf die Gleichung 


Berl) Asa el) nee, (1.8), 
deren Wurzeln nach bekannten Kriterien [5] höchstens den Betrag 1 haben. — Auch eine Mehrstellenformel (Ab- 


l ‚5 5 
gleich bis ht einschl.) läßt sich mit s= 5 V3 für diese Kombination von Gitterpunkten aufstellen, doch sind die 


Koeffizienten numerisch zu unbequem. 


1.3 Zweizeilige Formeln mit drei Unbekannten 
Laasonen [3] ersetzt die Ableitung nach der Zeit statt durch den vorderen Differenzenquotienten [s. (1.3)] 
durch den rückwärtigen und erhält: 


-| il | | | U—sm.R: 


Diese Formel ist zwar für beliebiges s stabil, denn der Ansatz (1.4) führt auf: 


LER A a BE 


1-+4s % 
1 +4ssin 5 es 
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Rare 8 ER 2 ER Glei- 
ürj i ben sich die gesuchten Näherungen U,,-;,, erst nach Auflösung eines [ 
Ds Be er diese Faktzliche Rechenarbeit'in Kauf nimmt, so liegt es nahe, doch wenig- | 


stens mit einer genaueren Mohtstellenformnel 'zau ar paiborchh En ar En EEE 
1 
SU=-U-+ 2 si? R 


10-+12 81 


DU-U—,steR 


Auch dieser Ausdruck erweist sich für beliebiges s als stabil, denn aus (1.4) folgt: 


„_3t@+esd)—6sß— ar cosd] ug 1-38 7 <1. 
—3+Q@+csdh+6s[fE — (2 + cos)] +33 
i i ö — i henarbeit 
bsesehen von der — durch die erforderliche?) Gleichungsauflösung gesteigerten Rec 
le also alle Anforderungen: große Genauigkeit, unbeschränkte Stabilität, nicht ein-- 
geengte Zeitschrittweite, übersichtlicher Formelaufbau. 
Die hier auftretenden linearen Gleichungssysteme der Form 


SU,— pSU, + SU, = ” . - * . . . . 113 
SU, — pSU, + SU, =d( Ca Fe FE N Eee ee {2} 
SU, — pSU, + SU, ee On 
f —a 
lassen sich im übrigen verhältnismäßig einfach auflösen, wenn man In N 2% 


wählt und sich des kürzlich von Schröder [6] veröffentlichten Verfahrens bedient: Durch 
Addition der mit 1, p, 1 multiplizierten Gleichungen {1}, {2}, {3} [und entsprechende Behand- 
lung von {3}, {4}, {5}; ... .] erhält man: 
SU, — (PP — 2) SU, + SU, —3 
SU, — ( — 2) SU, + SU, =ß 


« 10) Selle leite a ie ua, 0 twelajtar en 


d.h. Gleichungen, in denen nur noch die Größen SU,, #=0,1,2,...,2%-1) auftreten. Der 
nächste gleichartige Schritt liefert dann ein Gleichungssystem, das nur mehr die Größen 
SU, e@=0(,1,2,...,2%2) enthält usw. .... SU, und SU, sind (als vorgegebene Randwerte) 
bekannt, das ursprüngliche Gleichungssystem für 2* — 1 Unbekannte wird also sukzessiv auf 
Systeme mit 212 — 1], #2 —],...,7, 3, 1 Unbekannten reduziert. Aus der letzten Glei- 
chung ergibt sich dann unmittelbar SU,-ı; aus der ersten und dritten Gleichung des vor- 
letzten Systems anschließend SUg-2 und SU3.2n-2 usw. ... Zahlenmäßig werden einige Schritte 
dieses Eliminationsprozesses (in Abschnitt 3) bei den finiten Gleichungen für die Stabschwin- 
gungsgleichung erläutert. 


2. Die Wärmeleitungsgleichung bei zwei Ortskoordinaten 


2.1. Bezeichnungen; Einführung verschiedener Gitter 
Das Differenzenverfahren zur angenäherten numerischen Berechnung der Lösung u(z, y, t) 
der Wärmeleitungsgleichung 


ou 
—+t dp Ka = r(x, y,t, u) 
kann in Bezug auf die &—y-Ebene mit verschiedenen regelmäßigen Gittern der Maschenweite Ah 
durchgeführt werden: 

Q. Quadratische Netze [Bild 2(Q)], 

D. Dreiecksnetze [Bild 2(D)], 

S. Sechsecksnetze [Bild 2(S)]. 


In Zeitrichtung wird ‚wieder mit der Schrittweite 2 = sK 2 gearbeitet; ausgehend von den Anfangswerten 
D,,0o= um, Y;,%) sind also Näherungen U,4 12 Oasen, U, 5, =>u(a,, Yj» tx)... in den Punkten 


; vgl. (1.5). 


oa€l- 


2) Ausnahme: s = 
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RB = - ® . L ai 
1,5, k = (% Yj, tx) zu errechnen. Die finiten Ausdrücke enthalten einen (jeweils zentral gelegenen) Gitterpunkt 


P;;=a; seine nächst : . 5 : 
FR enten 1): chstgelegenen Nachbarpunkte sind mit 5 bezeichnet, weitere Nachbarpunkte mit c (sämtlich 


a Tabelle 2 
- Q. Quadratisches Netz D. Dreiecksnetz S. Sechsecksnetz 
I RT ESTER TEN 
Oo x; n a 
| i | Y Do x; Y D &; y 
y+h ; \ R 1 r) 
/ ” Bester % gl + Sy3h 
* L 2 1,- 
u“ Yy+h gi y+zV3h * weh Y 
1 je 
u; —h ; ehe A 1 1 
j n 1 l,,5 = 
;+h|ı y+h u—zh 4—zV3% o u; —h %+Y3h 
a: 1 I, = 
&;—h Yy—h 
Bezeichnungen: = | 2 | 9 
z+rh| y—h au 8 le 
Bild 2 (Q) Bild 2 (D) Bild 2 (8) 
Verschiedene Zeitpunkte werden durch Indizes gekennzeichnet: 
Ulli Wo lal,; Zone Zuo—ml. ---- 


Die in der Einleitung genannten und für Funktionen (x, i) ausführlich diskutierten Gesichtspunkte bleiben auch 
für Funktionen «(z, y,t) unverändert gültig; zusätzliche Schwierigkeiten treten — abgesehen von krummlinigen 
Rändern — nicht auf. Es genügt daher, die verschiedenen Formeln — für jedes Gitter gesondert und nach den 
wesentlichen Merkmalen geordnet — mitzuteilen und nur gelegentlich einige weitere Hinweise zu geben.— Schema 2 
enthält (als Beispiel) die Taylorentwicklung eines allgemeinen Ansatzes für Dreiecksnetze. 


Schema 2 
Yo Ft AU, ı tr 3 up,0 +5,83 %Wı 
(do Lun,o +4, 2%,ı+ B,&2 Luw,o+ Bı& Lw, N 


! 


um +ra, +6 + 65,} 
h2 Lu { 3b, + 3b, + A+Aı +6B, + 6 B,} 
“2 


Kw{ 2sa, +35b,+(1+4s)3b,} 
9 9 4 
Zu { 75 = zdı ei 3B, + 3 2,1} 


hi 9 9 4 
ar KLuf 8,+(1+80)35, +(5) 2A, +3B, + (+493 21} 


K?uy{12.020; + oh +(1+16s-+ 32 7 b. 


+ Glieder 6. und höherer Ordnung. 


Zur Untersuchung der Stabilität wird in dem Ansatz 
&,;,, = Sinid-sinjn ‘A ee An) en.) 
A so bestimmt, daß &,, ,,„, der betreffenden homogenen Fehlergleichung genügt; das Verfahren 
heißt wieder stabil, wenn |A| < 1 ausfällt, es heißt instabil, wenn [A| >1 ist. 
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23.2. Formeln des gewöhnlichen Differenzenverfahrens 
Q. U, 1=s2 [U -sERyotl—A)U—eRRlyo rennen (2.2), 


1 
Stabilität: A= 145 (sin?5 + ein?) M=S1 für sz;. 


D. U,ı= iz A EL EN LE LE ara Rare Ss DEE Fe > (2.3), 


Stabilität: für s = ; (Vel. [7))- 


SR, = 50 2[U— SWR), 0 in; Ss S[U— RR), BEE EN 04 er 
Stabilität gesichert für s S > 
Wichtige Spezialfälle: en 
1 1 | I | 
=: =— SEINEN EBEN IE SEE re BA 
O8 Eos U,,1 j DU 7 Dr (2.22) 
(Rechnung nur für Teilgitter erforderlich; größtmöglicher Wert des Schrittparameters). 
1 1 | ie | 
==.——% a ef h2 Mes liete, Menneıe er fee Re . 
Des ri U,,ı 6 DENE, ni ae (2.3a), 
Er U, =; ur] u She] 2.3b 
Fi mg 2 3 5, 0 7 Bo ne" 2.3b), 
S wen U - [x |u- zer +32 |u hen] | 2.4 
. Sean „1.797 3 ER ae 5,0] rei (2.4a). 


(Rechnung nur für Teilgitter erforderlich). 


Verwendet man anstelle von P;, ;,„ den Punkt P, ;, 71, so führt ein Taylorabgleich, der ebenfalls bis h? 
einschließlich geht, wieder auf Formeln, de bei beliebiger "Wahl des Schrittparameters s stabil sind. Wir nennen: 


28 PARS 
zZ — > 2 — Hi —— y 
en ratıpal u R|, ‚+0 4glı Ger} a 


(Rechnung nur für Teilgitter erforderlich). 


1 4 | | [v DIS \ 
T —— ee 2 en Raser 
D. Ua 0 - er, +a-49|u— Ser] _}: 80. 


2.3. Formeln des Mehrstellenverfahrens 


Zieht man sowohlfür?=t, als auch für? = f;,, den Gitterpunkt a und seine Nachbar- 
punkte heran, so lassen sich auch hier Mehrstellenformeln (Taylorabgleich bis h? einschließlich) 
angeben, die sich für jeden Wert des Schrittparameters stabil verhalten. Bei jedem Rechen- 
schritt (von f, nach be+1; k=0,1,2,...) ist jedoch — abgesehen von jeweils einem wichtigen 
Sonderfall! — wieder ein lineares Gleichungssystem zu lösen. (Prüfung der Einsatzmöglich- 
keit moderner Rechenanlagen.) 


Abkürzungen: SU=-U-+ I ser DU= Be sH®R 


(mit R, 5,2 = 1% Yp te Urn). 
9. {62 +10) SU, +A—6JAISU, + I SUN}, 
= (52 —10)DU,+1+6)A SDU,+SDUN}, .....@7 


I+@+resd)R2+esM)—65I— 2 +cosd)(2+cosn)] 


Stabilität: , A= 
I+R@+csHhR+cosn)+65[9 — (2 +cosd)(2 + cosn)] 


H—2D4As 
lang by, tet 
D. {(18+48s) SU, +48) 2:SU,},,, = (BSD, + +8s) & DU,},, (2.8), 
S. { (45 + 108s) SU, +4) EDS In 
= {(45 —108s) DU, + (1 +45) [8 3 DU, +3 DU}, - REARE 


en 
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Die neuen Werte SU|, , können in den Fällen 


1 1 1 
®. SEAN D. rar: "S. FT 
unmittelbar (d.h. ohne Auflösen linearer Gleichungssysteme!) berechnet werden; die folgenden 
Mehrstellenformeln sind deshalb (ebenso wie (1.5)) besonders zu empfehlen und wegen ihrer 
hohen Genauigkeit den Ausdrücken des gewöhnlichen Differenzenverfahrens vorzuziehen. 


1 i; 

2. s=5 SU sg l6DU, +4 Dy+SIDUN .... (27a), 
1 1 

Dear ieDD, DON. 0a 
1 1 ! 

S:s=7 SU =3gODU, +83 DW +DUy,o2... 2% (298). 


[Man kann auch ein regelmäßiges Netz aus Rhomben zugrunde legen (h: Seitenlänge der Raute; 
p: nichtstumpfer Winkel der Raute; P,P,,..., Ps: Gitterpunkte; Bild 3) und dann nach 
folgender Formel rechnen: i 


1— cos? A 
Et Co =zelz, DU, EEE 
mit a=16+38cosp, 


==, = m=4(l — co Y), 
Ad, = Ag = (l—c0s 9) (l—2 cos p), 


4=g—=(l+cosp)(l +2cosp). 
Sonderfälle. 


Leg - ; cosp = 0: Quadrate, siehe (2.7a). 
= 
> 


N. ==, COSp = e Dreiecke, siehe (2.8a).] 


sang der Rechnung (Schritt von t, nach ty,1): 
1. Berechnung aller SU [t = t,,,] aus Werten DU [t = t,. 


& 1 h 
2. Ermittlung aller U, ; zn aus (SU) 58H = Oi; + 5 sh? 7 (9 terı> Ui, jr) (zweckmäßig 
iterativ, wenn r nichtlinear von « abhängt.) 
3. Berechnung aller DU [t = t;,.] als Ausgangswerte für den nächsten Schritt. 


Die Iteration läßt sich auch hier vermeiden, wenn man das Runge-Kutta-Prinzip heran- 
zieht; es ergeben sich folgende Formeln: 


a) Abkürzungen 
R=rP,%DO(P,:)), kRr=y{P,t U*P,0), V=U—sH#R, W=-U-— : sh?R (2.1la). 


b) Rohwert (2 Möglichkeiten beim quadratischen Netz). 


2) Ullyy = gll6 Va+4 2 EI Vey: 


6 Bi We f 
WI Eos ee (2.11b). 
1 } 1 ee 
DD): s= g Ü altırı = iD {6 J a u > Vok, 


c) Endgültige Näherung. 


1 
Cyagrse: 


er 


1 5 1 & r 2] 
8 Ualtyı 2 6 Wat 2 Wok, — 16 W Ray 


RE MR 
I = 56 W + EM AS WE Ri 


| 
1, t 
a . (2.11e). 


1b u 


2.4. Erfassung gekrümmter Ränder 
Während zur numerischen Behandlung von Anfangsrandwertaufgaben für Funktionen 
u(x, i) (bei dem Bereich a<xr <b,t>1,) stets ein Gitter eingeführt werden konnte, dessen 
Knotenpunkte entweder auf dem Rande des Bereiches liegen (Randpunkte; u vorgegeben) oder 
im Innern („Reguläre Rechenpunkte‘; u zu ermitteln), ist dies bei Differentialgleichungen für 
14 
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Funktionen u(z, y, {) nicht immer möglich. Hier kommen vielmehr häufig in der Nähe des 
Randes auch „Irreguläre Rechenpunkte“ vor, z. B., wenn der Bereich ® + ? < r,t>0 durch 
eines der genannten Gitter unterteilt wird. In diesen Punkten müssen anstelle der (bisher be- 
sprochenen) „Regulären“ finiten Ausdrücke andere, „‚Irreguläre‘‘ finite Ausdrücke verwendet 
werden (welche die regulären Formeln als Spezialfall enthalten). Wir nennen einige Beispiele 
(Quadrat- und Dreiecksnetz; Koordinaten der vorkommenden Punkte in Tabelle 3). 

Tabelle 3 


nn nennen 


Q. Quadratische Netze | D. Dreiecksnetze 


Po = (2, Yj, tx) 
PR, =(% + ch, vie +8K (1l— a) R?) 
P,=lhitahypi +s klei) P,=(4—4h,y,te+sK (1— 4) RM) 


P,= (u — og h,yptk +sK (1 — 5) ) P, (ni + 3 ash, +3 130,h, u +(1—o}) r) 
P,=(,y + hie +sK(l—o3)R) > 


Po = (% 4 ik) 


1 } 1 
a (u 3% h, u—;V3ah, te + (1— 05) 1) 
PR, =(»y—-uhik +sK(l—aÜ)}) ) 


Ne. N. 

Bee P; = (7 = h,y;+ 5/3 % h,te + (1—a5)h 
P= (utgah Baht + DR) 

Px (= P,) ZZ (2; Yj> te+1) 
Q. Gewöhnliches Differenzenverfahren. 

1 | W. W. W., W 
ee ee = au 2 En Be nn 
ii 1 1 +0) le + 0%) = %g (&ı + 0) j Hl ta) 


%1 &g 9.04 
E 19 1 
= wW=U,—-7(@&h’R, W=1...,9). 


Für, =, =%=x%=1 ergibt sich hieraus der reguläre Stern (2.22); man e i ü 
FH e sibt s .2a); rkennt, daß die daf 
gültigen Vorteile (Rechnung nur für Teilgitter erforderlich, übersichtliches Rechenprogramm) unverändert BT 
bleiben, wenn man gezwungen ist, irreguläre finite Ausdrücke mitzuverwenden. 


D. Gewöhnliches Differenzenverfahren. 


1 W W = 
U, u | 1 2% 3 W, 
! . 1 la +0) Alan +0) las + 0) & la + 0%) 
%1 %ı X 0%; X Mr W, WW | 
R&g + 0%)  O(&s + 6) are) 


1 1 
ne Ww=U,—7@&h®R, P=1....,0]. 


One: =0%g = 1: Regulärer Stern (2.3a). 
D. Mehrstellenverfahren. 
7 
ee 3 a U,— 4 mA,R =( 
8 a v 5) ar ’ 
_ Hei 1 [4 + 082 —.o2 
Ur s A = — i: 1 Zın zen 4 
'TH&+o,) z 8 | % (+) an 2 ; 
u+0,4 1 %: +02 2 
= — Ef A, = ar 2 % 
0% (X 4%) : 8 | % (% + 05) A A 
_ M—0gd et +02 —a2 
a > Az 36 8 6 

3 Ög (Oz LE &) 3 8 Kg (& n 6 Ag 1 9 

SR lu +o—o8 
= Se: ee ee | 1 ; 

Ta a A 5 Be ar hl, 

1 B— Os z 1 Ko & +02 — a 
Or en A 25 5% 

; %5 (X + 0,) x 8 | %5 (& + &;) &r 1 x 
_ M+04 1 (a0 +03 — 02 
ee En hen 3 &g oe 0% 

&g (Og ni %g) 6 8 | og (&; in Pr) u % il, 
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H=3u, + E Bi ; = 


KK ds: Kg üg 


n-loun. sy it; dt dt 


54% Og&p Og Og 
[Abkürzungen: #= 0,0% +0,05 + 0406; Es % — sl. 
%4=''"=0=1: Regulärer Stern (2.8a). 


3. Die Stabschwingungsgleichung 
Der numerischen Behandlung der Stabschwingungsgleichung 
En t, u) 
Or dt? “ \ 
liegt wieder das Gitter (1.1) mit den Maschenweiten hund 1=sKh:2 zugrunde, während die 
Stabilität jetzt mit Hilfe des Ansatzes 
&,, = Sinjd- sinkn [mit 7 = n(&)] 
untersucht wird [2]; &),k bleibt beschränkt, wenn n für beliebiges & reell ausfällt. 
Im einfachsten Fall erhalten wir bei einem Taylorabgleich bis h* einschließlich (oder 
gleichbedeutend: Ersetzung der Differentialquotienten durch Differenzenquotienten) den Stern 


[2]: 


Sa euer KEIN 


1 
7% 

Ebenfalls einen Abgleich bis h* einschließlich weist die folgende Formel auf, die gegenüber 
der erstgenannten 2 Vorteile besitzt: 


Abkürzung: R,, = r(&,, t,, U, ,); Stabilität: s®® < 


REES ER EN 26) 


1. Es genügt, lediglich in einem Teilgitter zu rechnen. (Zur Anlaufrechnung kann (3.1) 


benutzt werden.) 
2. Es besteht für beliebiges s Stabilität. 


[Die Stabilitätsuntersuchung führt auf die (in cos 7 quadratische) Gleichung: 
(1-+48) con —83cos&-.con+4s-cot&E—1=0. 


Man prüft leicht nach [5], daß jede Lösung n für beliebiges s reell ausfällt. ] 
Entsprechende finite Ausdrücke können für die Plattenschwingungsgleichung AAu + K?u,, = r(&, 9, t, u) 
hergeleitet werden. 


Genauere Mehrstellenformeln mit einem Taylorabgleich bis h® einschließlich (3.3) und 
fürs? =, auch bis #8 einschließlich (3.4) lassen sich ebenfalls angeben, man hat allerdings 


bei jedem Schritt ein lineares Gleichungssystem zu lösen (was jedoch nach der Schröderschen 
Methode relativ einfach möglich ist, solange n nicht zu groß gewählt wird). 


i U : 
[1J#]Jı] ] —erv +[1]<0]s 4] 1] 6srTU -0 83 
lin: 


i j # 
(Apkürzung: Four 5 ht R; Stabilität für ® < 75): 


14* 


1 


5? = Abkürzungen: SU=U-+-- h 
Man erkennt, daß nacheinander folgende Größen 
tx41; Formel (3.4)): 


1. 


RER; DEREIERSIENEIIEN EEE ee 


| EEENBERNEEENEa 
5 I Te] Frf so Tauf se Pas sl ı ].-- 
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Differenzenverfahren für die 1. Randwertaufgabe mit krummlinigen 
Rändern bei au(x, y)= r(x, y, u) | 
Von J. Albrecht und W. Uhlmann in Hamburg 


Es werden finite Gleichungen aufgestellt für die I. Randwertaufgabe bei der Differentialgleichung Au(x, y) 
= r(x, y, u), und zwar insbesondere für randnahe Rechenpunkte bei krummlinigen Rändern. Man erhält so für 
die praktische Anwendung wichtige Verallgemeinerungen der bekannten gewöhnlichen Differenzenverfahren und 
der Mehrstellenverfahren. Für vier-, sechs- und achteckige Sterne wird jeweils eine vollständige Übersicht über alle 
Möglichkeiten des Taylor-Abgleichs gegeben. : 


Finite equations are given for the Ist boundary value problem concerning the differential equation A 2,4) — 
r(®, y, u), particulary for points near a curvilinear boundary. In this way one obtains generalisations of the 
ordinary finite difference method and of the “‘Mehrstellen-method” which are important for practical appli- 


cations. For stars with four, six, and eight points, respectively, a complete survey is given of all possible Taylor 
adjustments. 


Des equations Jinies sont &tablies pour le probleme de Dirichlet en cas de l’&quation differentielle Au(z, y) = 
Kalle y, u) ei ceci en particulier pour des points a calculer pres d’un contour curviligne. Ainsi des generalisations 
des methodes de differences finies et de la methode plurilocale qui sont importantes pour Vapplication pratique, 


sont obtenues. Pour des etoiles carrees, hexagonales et octogenes un apergu complet de toutes les possibilites de 
Vajustement de Taylor est donn& individuellement. 


lust pemennsn mepBoü kpaeBoü 3anaum A ypaBHeHun Au(z, y) = r(x, y, u) YCTaHaBJIn- 
BAIOTCH PA3HOCTHbIe YPaBHeHHA, IPHYSM 0C060 MIA ToyeK BONH3U Rp 


UBOJIUHeÜHON TPAaHHIIEI. 
Takımu 06pa3oM NOIyYamTcA O000IMIEHHA USBECTHUBIX METOAOB KOHEYHBIX PA3H0OCTeü, Ba3KHBbIe 
MIT HPAKTUYeCKUX Bblyuchennä. IlpmBonutca NONHBIa 0030P PasHOCTBHBIX dopmya ua 
AeTbIPEX-, INeCTH-U, BOCBMHKOHEYHbIX ‚‚3Bäa]l‘‘. 
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Einleitung 


Es soll mit Hilfe von Differenzenverfahren eine Näherungslösung gefunden werden für 
folgendes Problem: Gesucht ist eine Funktion u(z, y), die in einem gegebenen Gebiet @ der 
x, y-Ebene der Differentialgleichung 


AU) STE UNTED) E A e.. e eh 
genügt und die auf dem Rande I' von G gleich einer vorgegebenen Funktion ist*). 


Falls das Gebiet G so beschaffen ist, daß die Erfassung der Randbedingung keine Schwie- 
rigkeiten macht (also z.B. G = Quadrat bei quadratischem Gitter), findet man die Lösungs- 
verfahren wiedergegeben bei L. Collatz: Numerische Behandlung von Differentialgleichungen 
(Springer-Verlag, 2. Aufl., 1955); dort auch weitere Literaturangaben. Hier kommt es uns darauf 
an, die Randwerte bei krummlinigen Rändern zu erfassen. Das geschieht dadurch, daß man 
in bekannter Weise finite Ausdrücke für Au aufstellt, nur jetzt für unregelmäßige Sterne. Dabei 
wird jeweils eine vollständige Übersicht über die Möglichkeiten des Taylor-Abgleichs gegeben. 


Es zeigt sich, daß sich Formeln aufstellen lassen, die bei ihrer Anwendung nur wenig mehr 
Arbeit verursachen als die bekannten entsprechenden Formeln für reguläre Gitterpunkte. Von 
besonderer Bedeutung ist es, daß man die Genauigkeit wesentlich steigern kann durch Benutzung 
von finiten Ausdrücken mit einem höheren Taylor-Abgleich, die die Differentialgleichung für 
jeden Rechenpunkt an mehreren Stellen heranziehen (Mehrstellenverfahren). Außerdem ist die 
Steigerung der Genauigkeit durch Verkleinerung der Maschenweite im allgemeinen um so größer, 
von je höherer Ordnung der Taylor-Abgleich ist. 


Damit diese hier angewandte systematische Art der Aufstellung von finiten Gleichungen 
zugleich für die eventuelle Übertragung auf andere Typen von Differentialgleichungen von 
Nutzen ist, haben wir die Darstellung etwas ausführlicher gehalten. 


1. Der achteckige Stern 
Wir betrachten den achteckigen Stern von Bild1 mit P, = (&, Yo); Pı = & + Iıh, Yo)» 
P,= (& Yo + dh), Pz = (&— sh, Yo); Pa= Ro Yo— dh), Ps = (to + 6, Yo + ösh) , 
PR, = hy th, Pr=&— Gh Yo —Hh); Pe > (ko + Oel, Yo — Geh), allgemein 
P,; = (&, y,). Es seien alle 6, >0 und A>0. Wir setzen füri=1,2,5,6: 


Sn— Ö; + Öj+2 und d; — Ö; >= Öj+2 . 


Bild 1 


Wenn alle d; = 1 sind, sprechen wir vom regulären Fall, sonst vom irregulären. Im regu- 
lären Fall ordnet sich der Stern in das quadratische Gitter ein. 
Wir setzen zur Abkürzung: 
o+ku(, y) 


= u(,y), Au; = Au, Y)l;» ER Bee OyE Ip 


NEAR 


*) Die Behandlung der 2. und 3. Randwertaufgabe in der Ebene und der 1. Randwertaufgabe im Raum bei 
gekrümmten Rändern soll demnächst in dieser Zeitschrift untersucht werden. 


Zur näherungsweisen Lösung der Randwertaufgabe (1) benutzt man in bekannter Weise einen 
finiten Ausdruck der Form 


8 m 
N aU-7 dur a) ae 
i=0 


i=0 


wobei die U, Näherungswerte für die u, sind. Die Koeffizienten a, und 5, werden so bestimmt, 
daß die Glieder der folgenden Taylor-Entwicklung um den Punkt P, bis zu möglichst hohen 
Potenzen von h verschwinden. 


Wenn (x, y) genügend oft differenzierbar ist, ist ersichtlich: 
8 h2 8 8 
2 Ha 2 b; Au; = %Uo,0 DB; d; 
i=0 i=0 i=0 
h 
+ Ir Uno [dı a — 6305 + ds 05 — 66 06 — dr Qn + Ös ae] n 
h 
=) 17 0,1 [62 @g — 64 0 + 65 4; + 65 Ag — Ön Ay — Ög Ag] 


h2 8 8 
+ 57% 2, +; + Di; — bi 
ir. i=5 i=0 


2 


h 
on u1l265a5, —268 + 267m — 2054] 


h2 8 8 
em 2, +, + 4; — bi 
=> v3 i=0 
u 


an 


Uz,0 [di &ı ÖF Az + 65 a; 65 45 oa, + Öölas — 30,5, + 3065 db; — 306,6, + 30, de 
443 


h2 3 3 3 
4a %nı [3 ö8 a, + 3öha, — 30% a, — 3 68 ag — 30,6, + 36, 5, — 36,6, —3 6,6, + 36,5, (4) 
R e +36 bu] 
+ 7% B68 a, —3 080, — 30%a, + 3080, — 30,61 + 36,0, — 306,6, + 30,6, + 36, b, 
M — 3.0, Be] 
B= 37 %0,3 1, 3, +5, +5. - 5m —- 5ER — 3b, +3,65, —36,6, — 36,6, 
+30,5, +36, b;] 
14 h 8 8 
+ eat +8, +34: 6935, 6655, —6 2 
N i=5 ib 
ha 8 5 8 
=), 41 (431 + %ı,)|4 Ba aa Fe EDS 2), 6; b; | 
i=5 i=5 
na 8 4 8 
+ FORLeR 63 4; —6 YARb,—12 5 a) 
: i=5 i-1 i=5 
IA 8 = 
+ a7 "o.A 0 +60a+ en 4: —68%6,—665b6,—6 | 
i=$ i=5 
2 An 
)) 
Für a, und b, ergibt sich sofort 
8 | 8 8 
n=— > s md Leim ti, + VAR; — Thb..... (5) 
i=1 t i=5 i=1 m - 


Für die übrigen a; entnimmt man die Gleichungen: 


a +6, Bas: Oz dy +.5%, — 6 — 4 8-0, 
I | + 6,4, + 55 + Gm — m— GRu—=0, 
III 97, —53,+ 6a, — Öfa, =) 
I == ’ 

= , + 8, — 8. + Hm— ,=0, 
” + 63a, — ö80, 25%, +25, + 20a, —2ö3a, = 0 

3 : f 

a + j A, 9,28, — 28, +20, +2 68.0, —05 
m +, +öa, + 445,4, — Ha, — 4a, — 0 
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und für b;: 

1 +6,b, —6,b, +5,56, 6 5b + ec, 

WI +6,b, —4,5,+5:5 +66 — 5 — bs = in, 

Ir +62, .+5b, +$5,+836 +96, +8b=@, 

IVz +6ö3b, +36,+8b6,+86,+6b,+&b,= 0, 

v +56, —86 +96, —b=6,, 


wobei nach der Taylor-Entwicklung für die c; gilt: 
=r5; —5— 6570, + 650, 
= + 6545 + 65 0 — 67 07 — 65 Ag, 
6, et ti, +ha, +, +, + öl, 
6, = +, Hi, +ia, +, + öa, + öl, 
I, = +, — Hd, + Ha, — a. 
1.1. Taylor- Abgleich bis h? einschl. 
Für einen Taylor-Abgleich bis h? einschl. müssen genau die Gleichungen I bis VII und 


I’ bis V’ erfüllt sein. Wir berechnen zunächst die nr des linearen homogenen Gleichungs- 
systems I bis VII. 


Die Gleichungen I, II, III, IV sind ersichtlich linear unabhängig und die folgenden vier Vektoren bilden 
eine Basis für das Lösungsgebilde: 


feel: 1 1 1 } 
4 (ie &e Oo al in 
ee 1 1 1 il \ 
MER U NE En Lat Aal 
+3 ws 6, tn ler u —o, 
4A; RN ’ ’ e) E a 0 ’ £. 0 ’ 
3 95 4 GR 0% 67 85 
en A 1 Mi 
5 6151 028° O5 OS" "6 rien 
Da schon A, keine Lösung von VII ist, ist VII linear unabhängig von I, II, III, IV. Wir setzen 
Mir td +66, >0, M—4tld +66, + dg + 06.08) >0, 
B=+höd+ddttöüd:, Bu — 6163 dı + 62 64 da + 465 Ös de 
Man rechnet sofort nach, daß die drei Vektoren 
A=mAı +1 As; A;= MHz Aı + Mı 45, A, = MA, + Mm A 


linear unabhängig sind, Gleichung VII befriedigen und also eine Basis bilden für das Lösungsgebilde von I, II 
TERSTVEVTI: 

Um auch noch V und VI zu lösen, setzen wir in diese Gleichungen die Linearkombination 0, A, + 054g + 034, 
mit noch zu bestimmenden Zahlen o; ein: 


%ı0ı 4 &iz 0 +30 = 0 @=1,2). 


&Gı = Ma +24 -4,— (— 1)? d,) B 
=; dit Mm (— ddr — 20; 6); 
= md — (— 1)d u, (d; Ösrg +26). 


Wir wollen zeigen, daß die beiden Gleichungen für o7; linear unabhängig sind, falls der benutzte Stern nicht allzu 
sehr vom regulären Stern abweicht. 


Dabei ist 


Satz 1: Wenn |d;| eg und 2 < 60, s4istfüri=1,23,5,6,s0ist > 0, +08 >0, 
—069>0,—03> 0 und also 


&p Os 


07 
O9 az : 
Der Beweis verläuft für alle vier Ungleichungen gleichartig. Wir führen ihn deshalb nur für — a1, > 0. 
Es ist 
— 1: = 26,242, +38 +9 u ahdıdt 1 03. d3 
— 40,6, dd, + 20, 65d} + 20, 05 05 6, 


1 
265 Be Ida! + 6,63 d3 + 25, 6, [61 65; — 2 dd, + di] 


IV 
[#5 


=42120.0,60* zz 


1\2 1 
TE eh) 


+ 25,5 [6,5 — dl + 2] 


IV 


ER 


1 3 1a! 
7 Gh ig 2 hg 4 
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Unter der Voraussetzung von Satz 1 sind also die o, bis auf einen gemeinsamen Faktor 
eindeutig bestimmt. Wir wählen 
1m (O2 Opa — O3 O2) > 0, 


berechnen damit } 1 
= ra (Oz &gı — Oı Os) > 0: = 9, (&yı &pg — O2 %pı) 


und setzen 
o= QM tal + Mr: 


Dann gilt also: 
Satz 2: Unter der Voraussetzung des Satzes 1 ist das homogene Gleichungssystem I bis VII 
linear unabhängig und seine bis auf einen gemeinsamen Faktor eindeutig bestimmte, nicht- 


triviale Lösung lautet (= 1, 2,): | 


u 9 Ir l& + Vi) ie nlaschnde et) 
> Ö; S; h Ö;+2 5; 
© + +6 041 un a — hrs bitı, | 
iS Ösr4 Si+r4 ; on Ös+6 Si+4 - | 


Die Formel (5) für b, läßt sich nun sofort vereinfachen zu: | 


8 
de Opa 2 5 a il 


Wir kommen nun zur Berechnung der bj. Die fünf Gleichungen I’ bis V’ sind linear unabhängig, denn 


es ist 


+Ö, 0 —Ö, 0 +6, 
0 +6, 0 —b, -+ö, 

+63 0 +63 0 +3 = 09,5, 4985 >0. 
) +62 ) +62 +ö2 
) N) 0 0 +ö2 


Um alle Möglichkeiten auszuschöpfen, geben wir eine Basis des Lösungsgebildes des: zu- 


gehörigen homogenen Systems an. Man rechnet sofort nach: 
Satz 3: Das zu !’,..., V’ gehörige homogene Gleichungssystem hat den Rang5 und eine 


Basis für das Lösungsgebilde ist 


ee | 2 2 2 2 —l a un = 
os emo, 65 u Ober OO 
Er _—» Ö4 +2 Ög +ö, +Ög —Ö5 —Ös 
B, u 0 ’ ser) 0 ’ 3 z E) Te u Zee Be 1a: 
0255 Guss 05.55 ER 078, Ög Sg 
B, = = 0 e gs r26ı { 0%, Ba) ne en Os 3 —6s e Bad b 
6, 51 Ö3 51 05 55 Ög Sg Ö7 55 Ög 56 
(erg er S ; 
Durch den Ansatz: b; = —. bi, = — — (= 5,6) erhält man ohne weiteres: 
di 8; Opa $i 
Satz 4: Eine spezielle Lösung des inhomogenen Gleichungssystems T’,..., V’ ist (> 2% 
„hr t6r ,„, _ meh 5 Dr: 1) 
iv biz F 9 Ian I ae ET i > Fo.) ; ne a ns 
6, 5; ; di+42 5; = 244 Sira 2 6446 Sira 


Im regulären Fall ergibt diese Lösung (Satz 3 und 4, Formel (5) und (6)) die bekannte 
Mehrstellenformel: 


4 8 h? 4 
OU AHISU+ ISUZU) + In U . . 2 .(M. 
i= i=5 a i=1 


Diese Formel weist einen Taylor-Abgleich sogar bis 3 einschl. auf, doch ist im irregulären 
Fall eben nur ein Taylor-Abgleich bis ht einschl. möglich, da ja nach Satz 3 dadurch die a, 
bereits eindeutig festliegen. 
Die allgemeine Lösung von T’,..., V’ erhält man wie immer durch Addition einer be- 
liebigen ‚Linearkombination der B, von Satz 3 zur speziellen Lösung von Satz 4. 

Wir wollen noch eine weitere spezielle Lösung angeben, die die andere der beiden bekannten 
regulären Mehrstellenformeln mit einem Taylor-Abgleich bis A5 einschl. als Spezialfall enthält. 
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Wir subtrahieren E B, von der Lösung des Satzes 4 und erhalten: 


Satz 5: Eine andere spezielle Lösung des inhomogenen Gleichungssystems T', ... , V’isti=1, 2): 


C; Öi+2 + Ci+2 — 3 G+2 6 6; — 
De ee 
i 6; 5; Öir2 5; 
a2 Ne 
6 544 Sira 6ör 


Für den regulären Fall ergibt diese Lösung (Satz 3 und 5, Formel (5) und (6)) wie ange- 
kündigt: 
4 8 h? 4 8 
IND, 74 2 U; +2 U; => 32 "(ty Yo U) +43 17, y, U) +, Y;, 2) (8). 
 i= i= i-1 i=5 
1.2. Taylor-Abgleich bis h? einschl. 
| Wir wollen das gewöhnliche Differenzenverfahren 
4 
it Une 2 ZT Yo: Vi... ae 


so verallgemeinern, daß auch im irregulären Fall ein Abgleich bis A? einschl. erzielt wird. 


. Die Koeffizienten a; in (3) brauchen nur den Gleichungen I bis VI zu genügen. Wir benutzen wieder die 
Basis A,, A,, A,, A, für das Lösungsgebilde von I, II, III, IV, können hier aber auf A, verzichten. Zur Abkür- 
zung setzen wir 


nöd +2 ML, m= tut >t. 
Wir setzen nun die Linearkombination A = A, A, + 43 A, + A, A, in die Gleichungen V und VI ein: 
halt Gl + - YVh=dih, (= 1,2) 
»=z hie + 4,9] ; = en dy 9] - 
Die b; brauchen nur den Gleichungen I’ und Il’ zu genügen. 
Wir wählen b; = 0] für i=5,...,8 und setzen an: b; = 5, bir, = nu =1,2). Damit erhal- 
ten wir: i i+2 


Satz 6: Die Wahl von (i=1,2) 


= 4 — Öi42 (A, u ah 4) 4 Fi 6; (As 7 Fr by ),) ’ 


= Ei Udo — Be 
53 ’ i+2 z ’ 
6; I; Öi+2 S; 
re Öi+6 Ai+2 az —Ögr4 Ai+2 Be: 5: a b i 
BA en VE er Fa I 0 k> rs 
Ösra Sira Ös+6 Si+4 k=1 . 2 Ö; 
—G, d, c d, € 
GE bus dire = 0 DE 
.i 2 Öi+2 ? = j E j ß 2 ö, Öz 2 Ög Ö4 . 


ergibt einen finiten Ausdruck (3) mit einem Taylor-Abgleich bis h? einschl., der im regulären 
Fall in (9) übergeht. 
2. Der viereckige Stern 

Wir wollen hier den viereckigen Stern des Bildes 2 untersuchen. Wir können natürlich die 
vorhergehenden Betrachtungen benutzen, denken uns nüur, =b, = 0füri =5, 6,7, 8 gewählt. 

Ein Abgleich bis A? einschl. erfordert, daß die a, die 
Gleichungen I bis IV erfüllen. Davon ist IV von selbst 
erfüllt. Da ersichtlich die Gleichungen I, II, III auch 
jetzt noch linear unabhängig sind, ist ihre Lösung bis auf 
einen gemeinsamen Faktor eindeutig bestimmt; sie lautet 


iz 2 2 
ae 
Diese Lösung genügt im allgemeinen nicht den Gleichungen 
V und V]; ein Abgleich bis h? einschl. ist also hier im all- 
gemeinen nicht möglich. Für einen Abgleich bis h? einschl. 
aber genügt es ,=0 für i>1 zu wählen. Nach (5) 
ist b,=2. Wir erhalten damit den bekannten finiten 


y R 
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Ausdruck: 
äh U Er 2U DL W2 2 
Ö1 03 7 Ö26 Öı 43 5 5 Ö4 82 


Im regulären Spezialfall geht er über in (9). 


= Berl, yo Do ne lo 


3. Der sechseckige Stern 
Wir betrachten den sechseckigen Stern von Bild 3a mit P, = (&, Yo); 


1 lern 1 1 
P,=&+4h,yo): P,= (045 yo + zV3&hh), P=(n— tan + zVBch), 


6 1 1 
P,=(&%—6,h, Yo); P= (m dh, V80sh), P=(r Hgg 13h), 


n 


Bild 3a 


allgemein P, = (&;, y,); es seien alle 6, > 0 und > 0. Wir setzen 
s=6, + Ödir3 ((=1,2,3) 


Wenn alleö, = 1 sind, erhalten wir den regulären Dreiecksstern (Bild 3b), und für ö, 
6 =6, = 6, = 2 ergibt sich der reguläre Sechsecksstern (Bild 3c). 


I 
> 
I 
Fi 
I 


Bild 3b * Bild 3e 
Wir benutzen die Abkürzungen (2) und haben finite Ausdrücke der Form 


6 h2 6 
Da, U, an} Plir r(X;, Y;> U,) RT on tan ale eo (11) 
i=0 i=0 


aufzustellen. 
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Zur Bestimmung der Koeffizienten a, und db, betrachten wir die folgende Taylor-Ent- 
wicklung: 


a Ph 
i=0 i=0 
Bu 


h 
EEE 


h2 1 1 1 1 = 
+ 3 42,0 ‚ta, + 7%. + TE; Am H+ za + zn yo 
i=0 


h 
ul [63 a; — 63 a; + Ö5 0; —Ög ae] 
h? 3 3 8 
+57 “ale 0 + 40 + 2 — > (12). 
i=0 


h? a 1 1 1 3 3 
+37 Al: ee = u, == u zit 5m 3 Zt 5 0b 


3 3 
+3,84 + 0b en] 


h3 3/3 
+37 Wir Ug,s) 8 [63 a; + 650, — 650, — 650, — 46,6, —4 0,6, 440,6, +40,be] 


h® 9 ) 9 9 3 3 
+37 Uj,g Faa- 78m, 3 erh 
3 3 
+ | 
en, 
Für a, und b, ergibt sich sofort: 
6 3 6 
a-— a und = + HE FD Nu... (13). 
i=1 i=1 


Für die übrigen a; entnimmt man die Gleichungen: 


I +25, +, — Ga — 2, u —- +6 = 0, 


II + 6,4, + 63.0; 0, u =0, 
I +29, —2,—-3, +23, 8, —8,=0, 
IV + 03a, —öF a, +5, 6-0, 


V+ 9. —-93, +tö5,— da+ia,—-8,—=0 
und für b;: 

’' +2,65, +9, —6b—25,b4,—6b6, +66 =, 

11° + 6,0, + Ö, b; 4b, — bl 


3 1 1 
zu (69 a, — öi a,) 4 5 (63 ü, — Ö5.4,) 5 (63 0; — ö8.4,) , 


10 
2=7 (63 a, — ö} a, + öd a, — Ö8Q,) 


3.1. Taylor- Abgleich bis h? einschl. 


Die Koeffizienten a, und b, müssen genau die Gleichungen I bis V und T’, II’ befriedigen 
für einen Taylor-Abgleich bis h? einschl. 


Die Gleichungen I bis IV sind linear unabhängig, denn es ist 


Se a NR 4 
| o DEN | 
Ba Er ++ > 0 


0 +62 —6 0 
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Der Rang des zugehörigen Lösungsgebildes ist also 2 und die Vektoren A,, A, bilden eine Basis: 
„ { 1 1 1 1 1 1 \ 
ı is O2 8,” O9 85" 451° 05 82" Ög 85)" 
u 
re 0, 85" 0, 85" 048,7 Ö5 82 Ög 83 


Da A, keine Lösung von V ist, ist V linear unabhängig von I bis IV. Wir setzen nun 


A = (6, — 64) — (d: — 65) 4 (ds 2) und u=6hö4+ 6 Ö5 + 0366 > 0 


und rechnen sofort nach: 
Satz 7: Die homogenen Gleichungen I, II, III, IV, V sind linear unabhängig und ihre bis auf 
einen gemeinsamen Faktor eindeutig bestimmte, nicht-triviale Lösung lautet (= 1,2,3): 
u+ Di du5% ua 
A; = ‚ 9 di;+3 === . 
Ö; S; Öi+3 S; 


N 


Damit folgt aus (13): ] 
er 1) ( FRE Bi ; 

ch, A | Br TE 

“0 stgn Dh Can re 9 


_ und die rechten Seiten c,, c, von T/, II’ berechnen sich zu 


3 3 j\ 1 
C] = 4 (ö, ö4) u 4 ö, 644 PD) Cg —— 4 (Ö, ; Ög ö, Ös) u + 2 (Ö, Öz m Ög Ög) ) (15). 


Man rechnet nun sofort nach: 
Satz 8: Eine spezielle Lösung der Gleichungen I’ und II’ ist für c, nach (15) undi=1,2,3: 


6 ds + di — Öirs ; +3 
a 83,5; A 
ee. R> 
bi4s = = = were 8 n 


8 Öj43 85; 


Um alle Möglichkeiten auszuschöpfen, geben wir noch eine Basis des Lösungsgebildes an für das 
zu IT‘, II’ gehörige homogene System: 


1 1 
DE 420 

1 3 5 0 9 0 3 6, ’ 0 ’ 0 12 

1 1 

B =| 0 er = 
2 & Ö, $) 0 9 0 3 Ö, $) 0 I. 

1 1 

B =| 0 9 0 9 ER = 
3 Ö, 9 0 ’ 0 3 Ös $) 
Be rd —6s rs dı + | 
18, 5ı 0282 05 das Öse na 


Für die Lösung von Satz 7 und 8 berechnet sich b, nach (13) zu: 


3 
+) 2 
hi [3 | v +3 
ie EN ee ee (16). 


i=1 


Für den Spezialfall des regulären Dreiecksgitters ergibt diese Lösung: 
6 9:1, 1 6 
—6U, In U, art R? ro Yo U) + {6 he. 3 172,4, U) need 
i= i=1 


und für das reguläre Sechsecksgitter: 


= rs Del) EU TUE U)=% R? (x, Yo; Uy+zR [r@&, Yı, U}) 


va SH, 1 
+ 7% Yy U;) + MR Y5 U;,)] + 7. h2 [r(&;, Y5, Ug) + 7 Ya» U,) + "(ig Yo Us)] (18). 


a es (17) und (18) weisen beide bekanntlich einen 1 aylor-Abgleich bis A® 


en 1957  Albrechtu. Uhlmann, Differenzenverfahren für die 1. Randwertaufgabe 291 


3.2. Taylor-Abgleich bis h2 einschl. 


Will man nur einen Abgleich bis A? einschl. erzielen, so kommt man immer mit Au, (also 
ohne Au, mit i>0) aus; d.h. man hat nur den finiten Ausdruck 


6 h2 
Pr U, = 5 do MX Yo a el) 
zu untersuchen. 

Da die a, nur den Gleichungen I, II, III, IV zu genügen brauchen, sind alle Linearkombi- 
nationen von A, und A, zusammen mit (13) Lösungen unseres Problems. Diese Freiheit be- 
nutzen wir dazu, solche finiten Ausdrücke (19) aufzustellen, die als Spezialfälle drei bekannte 
reguläre Sterne enthalten. 


1. Wir benutzen. nur A,, also füri=1, 2,3: 


1 1 \ 1 3 
er: ee ee ar Euer, ya s =5 2... (20). 
Für reguläre Dreiecksnetze ergibt sich damit (Abgleich bis A® einschl.) 
- 3 
—6 Go 7 Zi ie. e U il) 
= 
Wir benutzen u A, +? A,, also die Lösung von Satz 7 und Formel (14). Dann ist 
b, . Für reguläre Dreiecksnetze ergibt sich wieder (21) und für reguläre Sechsecksnetze ist 
MU FSU, + U, U), +, WW HU, FU) -IErTE: U B) : -222020) 
wieder mit einem Abgleich bis A? einschl. 
3. Wir benutzen A, —A,, d.h. füri=1,2,3: 
rt ei 
= 6, 5, ’ +3 ds 5; D 
3 
1 | 1 1 1 1 1 1 3 
en ee ee 
ee 
Für 6, = ö, = 6, = 1, also sowohl für reguläre Dreiecks- als auch für reguläre Sechsecksnetze. 
ergibt sich: 


2 
nn 
72 


sn 


As — 
dir 


(98) 


EEE BD er 4) 


4 
mit einem Taylor-Abgleich nur bis A? einschl. 


4. Numerisches Beispiel 
Das Torsionsproblem für einen Träger mit halbkreisförmigem Querschnitt führt auf die Randwertaufgabe: 
Au=0 im Halbkres GE: ® +? <R, y>0, 
u=x°+ y? auf dem Rand ZT von@. 


Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir R=1 annehmen. Man erkennt sofort, daß u(— x, y) 


= u(+x,y) ist. N ER 

a Aufgabe wollen wir nacheinander mit allen oben abgeleiteten Verfahren näherungsweise lösen. Um 
die Qualität der Näherungslösungen beurteilen zu können, berechnen wir vorher die exakte Lösung. Mit der 
Transformation v = u — 22+ y? und anschließendem Fourierreihen-Ansatz erhält man («= r cos9,y=rsinp): 


oo 
2 it = 2 m+1 sin (2 m 1 
er > aAO@m _Nom+H)@m+3) ur Url 
m=0 


e r 
Quadratisches Gitter mit Maschenweite h = , 


2 
Wir benutzen ein quadratisches Gitter mit h = = entsprechend Bild 4. Aus Symmetriegründen ist U, = U,;. 
1 a. % ; I 
Wir brauchen also alle Formeln nur für P, = (0 - e} uUndeBen— (> 5 = aufzustellen. Für P, ist 5, = 6; 


= “ (Y7—1), 65; = 1 sonst und für P, ist 6, = 6, = YV3 — 1, d6, = 2 — 1 und d; = 1 sonst. 
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Abgleich bis h? einschl. Das Verfahren des Abschnittes 2, Formel (10) ergibt: 


U, = 0,5 U, + 0,25 und U, = 0,211 325 U, + 0,630 181 
und damit: 
Näherungswert abs. Fehler | rel. Fehler 
| 
| 
U (0 ; ) = 0,631 854 0,008 012 1,3% - 
U (5 : >) — 0,763 708 0,007 040 0,91%, 


Abgleich bis h? einschl. Satz 6 ergibt hier 


U, = 0,5 U, + 0,25 und 11,148 188 0 U, = 2,152 0194 U, + 7,167 741 4 
En mn 


Näherungswert abs. Fehler | rel. Fehler 
U (0 ‚ ,) = 0,632 526 0,007 340 1,1%, 
us, 5 = 0,765 053 0,005 695 0,73% 


Abgleich bis ht einschl. Die beiden Verfahren des Abschnittes 1.1 fallen zusammen, da r(x, y, u) = 0 ist. 
Satz 2 und Formel (5) ergeben: 


U, = 0, 364 273 4 U, + 0,359 098 7 


und 6,458 330 3 U, = 1, 061 432 4 U, + 4,303 505 6 
Näherungswert | abs. Fehler rel. Fehler 
U (0 - s = 0,640 158 0,000 292 0,046 % 
al 
U 5 a — 0,771 560 0,000 812 0,11% 


Es zeigt sich also, daß man in diesem Beispiel die Näherungswerte mit nur drei eingeführten Rechenpunkten 
schon auf rund 1% genau bestimmen kann mit dem gewöhnlichen Differenzenverfahren. Mit dem Mehrstellen- 
verfahren des Abschnittes 1.1. läßt sich ohne allzu große Mehrarbeit die Genauigkeit erheblich steigern. Eine 


solche Steigerung der Genauigkeit ist hier mit dem gewöhnlichen Differenzenverfahren nicht einmal durch Hal- 
bierung der Maschenweite (11 statt 2 Unbekannte) und also bedeutend größerem Arbeitsaufwand zu erreichen, 
wie die jetzt folgende Näherungslösung zeigt. 


Quadratisches Gitter mit Maschenweite h — 7 


Die Lage der Rechenpunkte entnehmen wir Bild 5. Infolge der Symmetrie brauchen wir statt 19 nur 11 


unbekannte Funktionswerte U; einzuführen. Wir haben h — = gewählt, und es ist d = Vo: ae v3 —3 
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und 6” =|/15—3. Wir benutzen das gewöhnliche Differenzenverfahren (Formel (10)) und erhalten: 


U, = 0,842 690 U, = 0,866 515 U, = 0,935 472 
U, = 0,637 732 U, = 0,671 342 U, = 0,768 884 U, = 0,919 162 
U, = 0,365 552 U, = 0,412 238 U, = 0,549 558 Ui = 0,767 111 


Insbesondere ist 


Näherungswert abs. Fehler rel. Fehler 
U (0, , = 0,637 732 0,002 134 0,33% 
U a 5) — 0,768 884 0,001 864 0,24% 


Dreiecksgitter mit der Maschenweite h = e- 


Zum weiteren Vergleich benutzen wir ein Dreiecksnetz. Da wir es doch fast nur mit irregulären Rechen- 
punkten zu tun haben, erübrigt es sich auf Sechsecksnetze einzugehen; denn die Formeln unterscheiden sich ja 
nur für den regulären Fall. Es wird sich auch hier wieder die erheblich größere Genauigkeit bei nur wenig er- 
höhtem Arbeitsaufwand des Mehrstellenverfahrens gegenüber dem gewöhnlichen Differenzenverfahren heraus- 
stellen. 


Wir betrachten das Gitternetz in Bild 6 mit den fünf Rechenpunkten P,. Es ist P, = (0, >78) : 


1 SP ı 13 —3 
p,= (4,495), PA = (2,498) una 0, = 0,0, = U, wman=4, 0-1 2 2 
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Abgleich bis h? einschl. Wir benutzen Formel (23) und erhalten 


sms] 


Näherungswert 


 ———————— 


1 


U (0, 5 13) = 0,918 705 


kai ke e 
Le 1 
(4,313) 0,597 25 


U ( = v3) — 0,873 047 
+ 4 


abs. Fehler rel. Fehler 
0,002 868 0,31% 
0,014 059 23%. 
0,009 730 1,1% 


Abgleich bis h® einschl. Wir benutzen das Verfahren des Abschnittes 3.1.. Da die rechte Seite r(z, y, = 0 
ist, fällt es zusammen mit dem 2. Verfahren von Abschnitt 3.2., und da / = 0 ist für alle Rechenpunkte, fällt es 
außerdem zusammen mit dem 1. Verfahren von Abschnitt 3.2. Nach Satz 7 und Formel (14) ergibt sich: 


Näherungswert 


U (0, >13) — 0,921 546 
u(; 113) = 0,611 325 
araN) weg 


1 
U (7 11) — 0,885 079 


Eingegangen am 17. September 1956. 


rel. Fehler 


abs. Fehler 
0,000 028 0,0032%, 
0,000 015 0,00259%, 
0,002 302 0,26% 


KLEINE MITTEILUNGEN 


Zur Theorie der Relais-Regler mit Unempfind- 
lichkeitszonen 


1. Die Bewegungsgleichungen des Regelsystems seien 
als System von Differentialgleichungen erster Ordnung 
geschrieben; das einzige nichtlineare Glied sei der 
(integral wirkende) Stellmotor. Es seien die Koordinate 
des Stellglieds mit y, das Kommando für den Motor 


Regelstrecke 
x 


Motor 
Regler 
Bild 1 


mit s und die übrigen Koordinaten mit &,,...,&n be- 
zeichnet. Die Bewegungsgleichungen haben dann die 
Gestalt 


N 
= dam tmy Ü=1l2,... 
Kl 


y=f3; 


‚n) 


n (1). 

s= Yb, a — hy 
k=1 

Dabei sind die Größen a;x, Pi, dr, h gegebene Para- 
meter, f(s) ist die nichtlineare Motorcharakteristik. Wir 
fassen die Größen a;; zu einer Matrix A, die Größen x;, 
pi, b; zu Spaltenvektoren x, p, b zusammen und schrei- 
ben die Bewegungsgleichungen vektoriell: 


x=4AxH+py, y=fls), s=b’x—hy (2). 
(Der Strich bezeichnet den Übergang zum gestürzten 


Vektor.) Wir bringen die Gleichung zunächst auf eine 
„kanonische‘“ Gestalt!), wobei wir annehmen wollen, 


!) Vgl. Lur’e, A.I. Einige nichtlineare Probleme aus der Theorie 
der automatischen Regelung. Moskau 1951 (Russisch). Die Trans- 
formationsformeln sind dort anders hergeleitet und explizit auf- 
geschrieben. 


daß die Eigenwerte &,,...,& der Matrix A alle von- 
einander verschieden sind. ‘Wir setzen 


X Bz.,.0q% eo): 


bestimmen Bund.q durch die Forderungen Aq+p=(, 
B-1AB= 7 = Diagonalmatrix und verfügen über die 
Freiheit, die die letzte Forderung hinsichtlich B läßt. 
derart, daß B!q gleich dem Vektor mit den Kompo- 
nenten 1, 1,...,1 ist, der nachstehend mit e bezeich- 
net wird. Man findet dann nach kurzer Rechnung das 
kanonische System 


zZ —_u zZ SE f (8) e, 
mit r=b’AB. 
Wenn eine der Zahlen «; verschwindet, muß man die 
Rechnung etwas anders führen. Man setzt dann 


zZ=ÜX-Hey. ee (5) 
und bestimmt © so, daß 0AC1= T = Diagonal- 
matrix und gleichzeitig Cp= Te wird. Es entstehen 
wieder die Gleichungen (4), wobei jetzt r’ = b’4C-1 be- 
deutet. 


2. Wir nehmen an, daß die Motorkennlinie /(s) die 
in Bild2 dargestellte Form einer symmetrisch zum 


s—=rz—hfls) „1... . (4 


fis) 
7 


Bild 2 


Nullpunkt gelegenen Doppelschleife hat. Die Fälle 
ß = y (kein Hysteresiseffekt) und ß = —y (keine Tot- 


6) 


d&=0, in dem s(f,) = &, = y und &lt,) > 0 ist, so daß 
& ee 


PL» 


= 


PR 
% 
” 

i 


eß=y= 0 sind Spezialfälle. Wir beginnen 
Beobach 


tung des Systems in einem Zeitpunkt 
das Relais umschaltet. Es gelten dann die Gleichungen 
(4) mit f(s)=1, d.h. es ist un 
K=ua+li=l, RE 
a ae (6). 


Wir bestimmen 2; aus den ersten n Gleichungen, setzen 
die erhaltenen Werte in die Gleichung für 3 ein und 
integrieren diese. Es folgt 


u (+ 2) er =1,2,...,n) (7), 


&% 
N 
B rk 1 pt 
s— > nm+z)le re (8). 
k=1 
n j 
Dabei ist die Konstante h + 7% mit bezeichnet. 


& 
Dem 


Die z-Werte an den Zeitpunkten i, , t, , ty erhalten den 
zweiten Index 0, 1, 2. Die durch (7) und (8) beschrie- 
bene Bewegung endet in dem Zeitpunktt,, der durch 
die Gleichung 

ER ee en (9) 


definiert ist. Das Relais gelangt dann in die Totzone, 
und an die Stelle von (6) treten die Gleichungen 


3 = sli=1,2,...,n; s=n2&4H+°''+ nn (10). 
Sie besitzen die Lösungen 
0,(6—4,) 


z=zyet Bel... Mia 
er ,h) 
s= > 2, (e* a aan 
k Ri 
k=1 


Diese Etappe endet im Zeitpunktt,, an dem 
$(t3) = —y (Falla) oder s(t,) = +» (Fallb) (13) 


ist. 

Wenn die Bewegung periodisch verlaufen soll, muß 
im Fallb im Zeitpunkt, der zur Zeit 4=0 herr- 
schende Bewegungszustand wieder eingetreten sein, 
während im Falla mit Rücksicht auf die Symmetrie 
der Gleichungen und der Kennlinie die Bedingungen 

=al)=—- m (=1l2...,n) (14) 


erfüllt sein müssen. Man findet daraus sofort für die 

periodische Lösung, die durch einen Querstrich be- 

zeichnet sei, im Fall a 

ker“ 
%; 1+ eh 

BT N she 


Setzt man diese Werte in die Gleichungen (9) und (13) 
ein, so folgt 


n 
TR. 2 
— ZH )—chtyY=ß, 
> & 


k=1 


n 
IE taten 
7 
k=1 


n 
2 >’ Em +27 =0, 
&k 
k=1 


N 
2 > eh 28=0. 
&k 


k=1 


a ri 


Iren Ha 


Zo = Zi = 


ls): 


oder 


. (16). 


Pr A ni 
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Kar BD EHEE 
ar, 


a 


re 


ey PEN € Dear 


Die Gleichungen (15) und (16) dienen zur Bestimmung 
der Zahlen t,, t, und 2, und damit zur Bestimmung 
der periodischen Lösung. Eine solche Lösung existiert, 
wenn die Gleichungen (16) nach Einsetzen der Aus- 
drücke für 27, und 27, gemäß (15) eine Lösung (t,, t,) 
mit 0 <t, <t, besitzen. Die Periode ist dann gleich 
26. It ß=—y,soistt, =1t,.) 
Im Fallb wird man auf die Gleichungen 


ee 
ea ee — de —— 
Teer % 1] — erh 


(zer, 7) 
n “er 
De eg zn 
a ER) 


k=1 


geführt. Die notwendige Bedingung c = 0 kennzeichnet 
diese Art von Bewegungen bereits als Ausnahmefälle. 
Es muß aber außerdem noch die Umschaltebedingung 
$(%, — 0) > Oerfüllt sein, die bei physikalisch sinnvollen 
Systemen i. a. mit c = 0 nicht zu vereinbaren ist. 

Die abgeleiteten Formeln gelten nur, wenn alle «; 
von Null verschieden sind. Ist ein Eigenwert, etwa 
%n, gleich Null, so wird eine der Gleichungen (6) bzw. 
(10) die Gestalt 


a1 bw =0 


bekommen, und die Rechnungen sind ein wenig abzu- 
ändern. Für die periodische Bewegung findet man im 
Fall a 


no = — m = ab: 


Der Fall b kann überhaupt nicht eintreten. Denn wenn 
f(s) um eine Hysteresisschleife herumläuft, ohne die 
andere zu erreichen, so nimmt |2, | beständig zu. Das 
Gleiche gilt dann, von einem gewissen Zeitpunkt an, 
für |$|, so daß auf jeden Fall nach endlicher Zeit eine 
Umschaltung des Relais eintritt. (Von dem trivialen 
Fall , = rm =0 ist dabei abgesehen; in diesem er- 
niedrist sich die tatsächliche Ordnung des Systems.) 
4. Um die Stabilität der periodischen, durch die 
Anfangswerte z;, gekennzeichneten Lösung zu prüfen, 
ersetzen wir diese Anfangswerte durch variierte Werte 
29 + ö2i, und berechnen mit Hilfe der abgeleiteten 
Formeln die Abweichungen, die die variierte Lösung 
nach einem Halbumlauf des Systems von der peri- 
odischen Lösung zeigt. Dabei beschränken wir uns auf 
kleine Variationen, d. h. wir vernachlässigen die Glieder, 
deren Ordnung in den Variationen größer als eins ist. 
Man erhält die Variationen öz;, als lineare Verbindungen 
der Ausgangsvariationen und kann dann den Prozeß 
mit den neuen Variationen fortsetzen. Die periodische 
Lösung ist stabil, wenn die Abweichungen ö2%,2m nach 
dem m-ten Halbumlauf mit m — oo gegen Null 
streben. Betrachtet man die lineare Beziehung zwischen 
özi,2m +2 und ö2i,2m als ein System von linearen Dif- 
ferenzengleichungen, so kann man folgende hinreichende 
Bedingung für die Stabilität der periodischen Lösung 
aufstellen: Die charakteristische Gleichung des Systems 
der Differenzengleichungen darf nur Wurzeln mit einem 
Betrage kleiner als eins besitzen; ist auch nur eine 
Wurzel dem Betrage nach größer als eins, so ist die 
Lösung instabil. Es folgt das aus einem bekannten 
Satz über die Lösungen von Differenzengleichungen. 
Es sei noch bemerkt, daß die periodische Lösung 
zwar stabil, aber niemals asymptotisch stabil 
im Sinn von Ljapunov sein kann. Man muß 
nämlich neben den Variationen 62;,2m auch die Varia- 
tionen der Größen t, und t, berücksichtigen, die ebenfalls 
linear von den ö2;, abhängen. Da man nach dem ersten 
Halbumlauf mit dem Zeitpunkt t, + öf, als neuem An- 
fangspunkt beginnt und nach jedem Halbumlauf analog 
verfährt, muß man die zeitlichen Variationen von Um- 
lauf zu Umlauf addieren. Da sie linear von den di, 2 m 
abhängen und diese im Stabilitätsfall wie die Glieder 
einer geometrischen Reihe abnehmen, strebt die Summe 
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chung |2z() — (| ( 
en Lösung kann also ; i 
nkung dj — zi(0) — (0) belieb 

en; sie strebt aber nicht für alle hinre 


kleinen özj, gegen Null, wie es im Fall asymptotischer 


Stabilität sein müßte. Jede nicht geschlossene Phasen- 


kurve kommt also der geschlossenen Phasenkurve be- 


liebig nahe; doch kann ein Phasenpunkt einer nicht 
geschlossenen Kurve einen gleichzeitig mit ihm ab- 
laufenden Punkt der geschlossenen Kurve i. a. nicht 
einholen. (Bild3) zeigt links den Anfangszustand, rechts 
den stationären Endzustand (t = ®.) 


Bild 3 


Um die Stabilitätsgleichungen wirklich aufzustellen» 
bildet man die totalen Variationen (bzw. Differentiale) 
der Gleichungen (7) und (11) für 2—t, bzw. ti, und der 
Periodengleichungen (9) und (13) unter Berücksichti- 
gung von (14). Aus den entstehenden 2n +2 Glei- 
chungen muß man dann die Größen öf,, öf, und dzz, 
=1, 2,...,n) eliminieren. Wenn man die Abkür- 
zungen 

n 


I = > ?% Zko 
ht 
n 
3 1 %% t, 
Safer) 
k=1 


benutzt, ergibt sich zunächst 


ie I\ &;t . 
Ö2y = ei sntalio+z,)e y "öt, Ver) 
i 


N 
t 
u > (e N 


k=1 (17). 
On ei) Ö24 — % ip Öl, Wel2..,n) 
n 
(t —h) , 
a Se de —1)ö —Löt, 
& 
k=1 


Die Elimination der oben genannten Größen führt zu 
einem Gleichungssystem der Form 


FR 
et FRONT (aM 


Darin sind die Größen P;,Q; gewisse von den 27, und den 
Systemparametern abhängende Konstanten, während 
die Ausdrücke U und V Linearformen in ö240 +.» » Ö2na 
darstellen, die von ö nicht abhängen. Von der expliziten 
Aufstellung der Formeln wollen wir absehen. Die ge- 
suchten Differenzengleichungen lauten dann 


&zi,2m + 2= ei" özim+ PU; (dr, 2m»... ,Ö2n,2m) 
(m RE (18) 


Die allgemeine Lösung setzt sich aus Partiallösungen 
der Gestalt 


&i,2m=Amg (=1,2,...,n). . (19) 


bi9 A—e 5% Fr: 3 1 
Beachtet man nun schließlich, daß. 
V Linearformen sind, daß also 
gilt, so findet man durch Elin 
und (22) ein homogenes Gleichungss 
V, nämlich . 


ee 
I PN. \r, NT m n_ 
MU 
a ma 


Lt, | nt 
Ges A metal ee eh 
Setzt man die Determinante dieses Gleichungssystems 
gleich Null, so erhält man die gesuchte charakteristische 
Gleichung für A. 


Wenn = 0 ist, so sind die Formeln (17) etwas 
abzuändern. Die Überlegung bleibt aber grundsätzlich 


dieselbe. — Wenn der Regler keine Totzeit enthält 
(t, = t,), werden die Rechnungen erheblich einfacher!). 

Es sei noch bemerkt, daß man über die Stabilität 
der Ruhelage ;=0 (i=1,2,...,n) auf dem ge- 
schilderten Wege keine Aussagen gewinnt, weil die 
charakteristische Gleichung dann Wurzeln vom Be- 
trage eins besitzt und das genannte Kriterium versagt. 

5. Bei den bisherigen Überlegungen haben wir an- 
genommen, daß das Relais in jedem Fall umschaltet, 
wenn s die Werte + ß bzw. + erreicht. Denkt man 
sich aber die senkrechten Teile der Schleifen in Fig. 1 
durch Grenzübergang aus geneigten Geradenstücken 
entstanden, so erkennt man, daß die Bewegungsglei- 
chungen etwas zu modifizieren sind: wenn |3| im 
Augenblick des Umschaltens zu klein ist, bleibt s zu- 
nächst konstant. Man muß in (4) s=0 setzen und 
dann f(s) eliminieren. Es entsteht das lineare System 


wobei R eine Matrix bedeutet, deren n Zeilen gleich 
lautend (rj,...,77) sind. Das System tritt an die 
Stelle von (4), wenn 

s=yund3>0 fürrs=y—0, aberrz<h 
bzw. s=ß und 5<0 fürs=ß+0, aber rz > 0 
ist; entsprechende Gleichungen gelten für die linke 
Hälfte der Charakteristik. Physikalisch beschreibt das 
System (23) einen Regelkreis, bei dem sich die Regelung 
nicht über den Stellmotor, sondern über die Rück- 


führung abspielt (Bild 4). Diese muß also gewisse 
technische Voraussetzungen erfüllen, damit eine Be- 


Regelstrecke 


Regler 


Bild 4 


ı) Vgl. Lur’e a. a.0. 


; 
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wegung der gedachten Art überhaupt möglich ist. Bei 
der Diskussion der Gleichungen (23) muß man vor allem 
untersuchen, ob der mit ihren Lösungen gebildete Aus- 
‘ druck r’z die zur Umschaltung führenden Schwellen- 
werte erreicht oder nicht. 


Braunschweig. W. Hahn. 


Eine Bemerkung über nicht-negative Matrizen 


1. Sei U eine (n, n)-Matrix mit nicht-negativen Ele- 
menten. Bei einer Reihe von ökonomischen Fragen 
(z. B. bei Untersuchungen über die Stabilität bei ge- 
wissen Differenzengleichungen oder über die nicht- 
negative Lösbarkeit von Input-Output-Gleichungs- 
systemen) kommt es darauf an, zu untersuchen, ob alle 
Hauptminoren von E— X positiv sind. Für eine Zu- 
sammenstellung der ökonomischen Probleme vgl. man 
z.B. Chipman [1], für eine Zusammenstellung der 
mathematischen Probleme Debreu-Herstein ]2]. 
Die Untersuchung aller Hauptminoren von & — X ist 
natürlich eine langwierige Angelegenheit. Es ist daher 
. für die praktische Brauchbarkeit dieses Hauptminoren- 
kriteriums wichtig, daß man nicht alle, sondern nur 
die Nordwest-Hauptminoren!) auf Positivität zu unter- 
suchen braucht. Dem Beweis dieser Behauptung ist 
die vorliegende Note gewidmet. 


Bei Debreu-Herstein [2] findet sich ein Hinweis 
auf einen entsprechenden Satz in einer Arbeit von 
Georgescu-Roegen [3]. Dort ist jedoch kein Beweis 
angegeben. Der Satz läßt sich jedoch z.B. folgender- 
maßen einsehen: Mittels der Beweismethoden von 
Hawkins-Simon [4] kann man leicht den von diesen 
Autoren bewiesenen Satz dahingehend verschärfen, daß 
für die Nicht-Negativität aller Elemente von (E — W) 1 
notwendig und hinreichend ist, daß alle Nordwest- 
Hauptminoren von &— X positiv sind. Da — wie 
leicht zu sehen — die Eigenschaft, daß alle Elemente 
von (E— %)-1 nicht-negativ sind, nicht verlorengeht, 
wenn man die Zeilen und Spalten von &—X der 
gleichen Permutation unterwirft, so folgt aus der Posi- 
tivität der Nordwest-Hauptminoren von & — U die Po- 
sitivität aller Hauptminoren von & — Y. 


Wir geben hierfür einen unabhängigen Beweis, wobei 
wir die Idee von Hawkins-Simon [4], die Matrix 
&— U auf Dreiecksform zu reduzieren, benutzen. 


2. Wir beweisen den folgenden 

Satz. Sei 8 = (b;;) eine (n, n)-Matrix mit 4; <0 
(#35). Seien alle Nordwest-Hauptminoren von 
positiv, d.h. 


bı bj 


du > 0, |y278|>0,...,181>0. 


Dann sind alle Hauptminoren von ® positiv. 
Wir beginnen den Beweis mit dem 


Hilfssatz1. Erfülle ® dieselben Voraussetzungen 
wie im obigen Satz, dann sind alle 
(n — 1)-reihigen Hauptminoren von 
8 (d.h. die Minoren der Hauptdiago- 


nalelemente von 3) positiv. 


Beweis. Wegen b,, > 0 und b,, < 0 kann man durch 
Addition eines nicht-negativen Vielfachen der ersten 
Zeile von B zur zweiten Zeile das Element an der 
Stelle (2,1) zum Verschwinden bringen. Dabei bleiben 
die Elemente an den Stellen (2,3), ..., (2,n) kleiner 
oder gleich Null. Das neue Element b;, an der Stelle 
(2,2) wird positiv; denn der zweite Nordwesthauptminor 
der Matrix ändert sich bei der angegebenen Umformung 


nicht, d.h. es ist |g3 je be ralsothr, > 0. In 


1) So bezeichnen wir die Hauptminoren, die aus den » ersten Zeilen 
und Spalten von E— U gebildet sind (v = 1,2,...,n). 
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derselben Weise fortfahrend kann man durch Addition 
von nicht-negativen Vielfachen der beiden ersten Zeilen 
der neuen Matrix zur dritten Zeile die Elemente an den 
Stellen (3,1) und (3,2) zum Verschwinden bringen. Da- 
bei bleiben die Elemente an den Stellen (3,4) ,.... , (3,n) 
kleiner oder gleich Null, und das Hauptdiagonalelement 
an der Stelle (3,3) wird positiv. In derselben Weise 
fortfahrend erhält man so schließlich eine „‚Dreiecks“- 
matrix B* — 65) mit d4,=0 (>), bH>0, 
b}; <0 (6 <j), wobei die Zeilen von ®* aus den ent- 
sprechenden Zeilen von ® durch Addition nicht-nega- 
tiver Multipla anderer Zeilen von ® hervorgehen. 


Seien nun Bi, ,..., Bin die Minoren der Elemente 


N 
der i-ten Zeile in ®. Aus den Beziehungen 3) bj, Bi, = 
1 


De 
dB 5 =1,...,n) und |®]| > 0 folgt dann wegen 
der Art, wie die Zeilen von 9* gebildet sind, daß. 


N N > 
2 do By>0, 2 bir Ba>0 j=1l,..n) ist. Ins- 
v_ = ® 


n 
besondere ist also 3 b*, Bun = b*, Bin> 0, also Bin 
v=1 


Rn 
>0. Daher ist weiter wegen 3 b* 
=1 


n—1,v 


Biy>0 auch 


bi_1, n-ı Bin-ı 20, also Bin-, >0. So rückwärts von 
der n-ten bis zur (W + 1)-ten Zeile fortschließend er- 
hält man Bn>0, Bin 20;...: B;u4ı >20 und 


N 
daher schließlich aus der ö-ten Zeile wegen 3 b#, Bj, >0 
v=1 


auch b#, B;; > 0, also B;; > O,w. z.b. w. 


Hilfssatz2. Erfülle $ dieselben Voraussetzungen 
wie im obigen Satz. Sei 9, eine 
(rn — 1)-reihige Hauptuntermatrix von 
8 (d.h. 8, entsteht aus ® durch 
Streichen einer Zeile und der ent- 
sprechenden Spalte). Dann sind auch 
alle Nordwest-Hauptminoren von B, 
positiv. 


Beweis. Der v-reihige Nordwest-Hauptminor von 
3, ist entweder gleichzeitig auch »v-reihiger Nordwest- 
Hauptminor von ® (also sicher positiv) oder aber 
v-reihiger Hauptminor einer (v + 1)-reihigen Nordwest- 
Hauptuntermatrix von ®. Auf diese (anstelle von ®) 
ist offensichtlich Hilfssatz 1 anwendbar, welcher die 
Positivität des betrachteten v-reihigen Hauptminors von 
8, beweist, w. z. b. w. 


Beweis des Satzes. Wir machen Induktion nach 
der Reihenzahl von ®. Für einreihige Matrizen ® ist 
der Satz trivial. Sei er für n-reihige Matrizen bereits 
bewiesen. Sei ® (n + 1)-reihig. Der einzige, (n + 1)- 
reihige Hauptminor von ® ist voraussetzungsgemäß 
positiv. Betrachten wir also einen beliebigen Haupt- 
minor H von ® mit einer Reihenzahl <n. Dann gibt 
es eine Zeile und Spalte von ®, die für 7 nicht benutzt 
wird. Streicht man diese Zeile und Spalte aus ®, so 
bleibt eine n-reihige Matrix ®,, für welche 7° gleich- 
falls Hauptminor ist. Nach Hilfssatz 2 sind alle Nord- 
west-Hauptminoren von ®, positiv, also nach Induk- 
tionsvoraussetzung auch alle Hauptminoren positiv, 
insbesondere auch H, w. z. b. w. 
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Näherungen A, =! und %= (a?) bekannt, so lassen 
sich diese Werte iterativ verbessern, wie zuerst Wie- 
landt gezeigt hat!). Dieses Vorgehen ist von Unger 
auf eine Form gebracht worden?), bei der das Arbeiten 
mit der fastsingulären Matrix A — € vermieden ‚wird, 
so daß die numerische Rechnung ohne Schwierigkeit 
verläuft. Der Grundgedanke des Ungerschen Vor- 
gehens besteht darin, den Vektor , j 


DEE RR N) 


als eine nichtlineare Funktion der n Veränderlichen 
= (%p%g...,%n—ı, 1) und bei festgehaltener 
Komponente x, = 1 zu betrachten, 2, + 0 voraus- 
gesetzt, was nötigenfalls durch Zeilen- und entspre- 
chende Spaltenvertauschung herbeigeführt werden 
kann. Das Verfahren wurde bisher so durchgeführt?), 
daß bei festgehaltener Näherung / zu jeder Iterations- 
stufe x, ein Restvektor ,y =(U—1€) x, und daraus 
Korrekturen zur Ermittlung der neuen Werte w +1, 
Ay + 1ı.errechnet wurden. In dieser Form bedarf jeder 
Iterationsschritt der Durchrechnung zweier neuer Spal- 
ten, nämlich x, und y. 

Das Verfahren läßt sich aber leicht in der Weise 
abwandeln, daß jeder Iterationsschritt die Durchrech- 
nung nur einer einzigen Spalte r, erfordert. Schreiben 


wir nämlich 

t=hb+t3 

une \ EEE (2) 
mit dem Korrekturvektor 3 = (2 ,...;»2%»—1; 0), so 


erhalten wir durch Einsetzen in (l) mit 9=0 das 
nichtlineare Gleichungssystem für die Korrekturen 3 


und & 
A-1953 — re + =0 , a) 

nt y=(A—-1%)% Re 
Es wird zu einem linearen System durch die Iterations- 
vorschrift 


[A1O#41-H»41490=0 »=0.12,...). 


Wählen wir nun als Ausgangsvektor x, insbesondere 
die Lösung der n— 1 Gleichungen 


GT ae (5 


wo die überstrichene Matrix aus Y—1& durch Fort- 
lassen der letzten Zeile entsteht und wo x = 1 ist, so 
wird der Restvektor y, von der Form 

0 

0 


. 


. 0 
& 
wo «& den Rest bezeichnet, den die letzte in (5) fort- 
gelassene Gleichung ergibt. Dies hat zur Folge, daß bei 
der Elimination des Gleichungssystems (4) in der üb- 
lichen Reihenfolge die Elimination der Spalte y, prak- 
tisch entfällt. 
Durch die Elimination geht das System (4) über in 
die gestaffelte Form 


v+1 
rc ++ nit 


+ ban—ı at 


see 0 elcaTelern arte" a, ale) sle @ Ryre in, 4 (aaa me inne 


In —1,n—1 oe 


Zur Iteration einzelner Eigenwerte von Matrizen 


Ist ein Ay ein beliebiger Eigenwert einer n-reihigen 
Matrix X und z4 zugehöriger Eigenvektor, und sind - 


“An Stelle von « als letzter Komponente von yo können 


. fahren, sondern nur eine besondere Art seiner Herleitung. 


NS 


wird daher in (7) einfach d„„ schreiben als letztes 
Element der Spalte der b;n, die bei der Berechnung 
von t, benutzt werden. R Di 


Nach Elimination der Gesamtmatrix X — 1 € (Über- 
führung in die Dreiecksmatrix ®) und Berechnung von 
t, ist zur Berechnung der an r, und / anzubringenden 
Korrekturen #+1, &+ıin jeder Iterationsstufe nur 
die Spalte x, der Elimination neu zu unterwerfen. 


Das Verfahren ist nun in seinen Ergebnissen 7, und 
&, identisch mit einem von Wittmeyer mit Hilfe der 
Störungsrechnung hergeleiteten Vorgehen*). Dort wird 
noch ein Vektor y* als Lösung des transponierten 
Systems ö 


WI y*r=0 


benutzt. Man kann leicht zeigen, daß die bei Witt- 
meyer verwendete Größe « mit unserem Rest«, daß 
Produkt 9*’ x, mit der letzten Komponente T,, iden- 
tisch ist. Das Wittmeyersche Vorgehen läßt sich also 
auf das Ungersche zurückführen, wenn dieses in zweck- 
mäßiger Form angeordnet wird. Die hier gebrachte 
Herleitung aber ist wesentlich einfacher. Der Name 
„Störiteration‘“ kennzeichnet nicht ein besonderes Ver- 


Das Verfahren ist natürlich ohne weiters auf die all- 
gemeine Eigenwertaufgabe 


(NAD) 2-0 ae 


übertragbar. Statt der Matrix A—1 E ist A—18 
zu benutzen, statt der Vektoren t, die transformierten 
b,= Br, der Elimination zu unterwerfen. 


Darmstadt. Rudolf Zurmühl. 


Spurzapfen geringsten Reibungsmomentes 


Eine Anwendung der Variationsrechnung 


Aufgabenstellung: Ein unter Axiallast P stehender 
Spurzapfen (Bild I) sitzt in einer genau passenden 
Lagerschale. Einer Drehung des Zapfens mit konstan- 
ter Winkelgeschwindigkeit wird ein Widerstands- 
moment M entgegenwirken, hervorgerufen durch die 
Reibung zwischen Zapfen und Lager. Es soll ange- 
nommen werden, daß die Reibungskräfte durch einen 
konstanten Coulombschen Reibungskoeffizienten u 
charakterisiert werden können. Gefragt ist nach der 
Meridiankurve r = f(x), welche die Gestalt des Zapfens 


N) 


a 


na +ı=0 


2) Wielandt, H.: Bestimmung höherer Eigenwerte durch gebro- 
chene Iteration. Ber. B. 44/1/37 der Aerodynamischen Versuchsan- 
stalt Göttingen 1944. 

*) Unger, H.: Nichtlineare Behandlung von Eigenwertaufgaben. 
Z. angew. Math. Mech. Bd. 30 (1950), 8. 281/82. 3 : 

2) vgl. z. B. Zurmühl, R.: Praktische Mathematik für Ingenieure 
und Physiker. Berlin 1953, 8. 163/66, 


*) Wittmeyer, H.: Berechnung einzelner Eigenwerte eines alge- 
braischen linearen Eigenwertproblems durch „Störiteration‘“. 
Z. angew. Math. Mech. Bd. 35 (1955, 8. 441/52. 
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so festlegt, daß bei gegebener Belastung P das Mo- 
ment M zu einem Minimum wird. 


Betrachtet man den vom Lager befreiten Zapfen, so 
erkennt man, daß an einem Öberflächenelement df 
desselben die in Bild 2 eingezeichneten Spannungen o 
und 7 wirken. 


| z 
| 


dy 


Bild 2 


Ist die momentane Steigung der Meridiankurve gegen 
die x-Achse durch den Winkel & gegeben (Bild 3), dann 


Bild 3 


fordert die Gleichgewichtsbedingung des Zapfens gegen 
Verschiebung in x-Richtung das Bestehen der Gleichung 


P=/fo-sna-d=2n-fo.r-sina.ds (l). 


Die weitere Rechnung fordert eine Annahme über die 
Spannung o. Es ist sinnvoll für  =tga=0 o=0 
und für =tg& >0 o = konstant vorauszusetzen. 
Der Fall, daß die Steigung negativ, also r’ < 0 ist, 
muß aus konstruktiven Gründen ausgeschlossen wer- 
den, da die Meridiankurve des Zapfens mit zunehmen- 
dem x eine monoton wachsende Funktion sein muß. 
Die Voraussetzung o = konstant wird sicher nicht ge- 
nau erfüllt sein, jedoch den wesentlichen Sachverhalt 
erkennen lassen. Eine funktionelle Abhängigkeit 
der Spannung o von der Koordinate x wäre auch nur 


Kleine Mitteilungen 


229 


durch Berücksichtigung der Formänderungsbedin- 
gungen für Zapfen und Lager erhältlich. Dieses 
Problem ist aber vom Standpunkt der mathematischen 
Elastizitätstheorie gesehen, bei beliebiger Meridian- 
kurve, wie hier zunächst vorausgesetzt werden muß, 
viel zu undurchsichtig, als daß noch eine zusammen- 
fassende, einfache Lösung des Problems möglich wäre. 
Gl. (1) schreibt sich unter dieser Annahme, mit 
dr = ds sino: 


T3 
P=2n:0./fr.d=n.0.(N—r). 
77 


Daraus folgt 


Für die Herleitung des Reibungsmomentes M gilt die 
Überlegung, daß die Gesamtheit der Momente der in 
Umfangsrichtung wirkenden Reibungs- oder Schub- 
spannungen 7 = u - o gleich dem gesuchten Moment M 
sein muß. Also gilt 
M=/fu-.0o.r-.d’=2n:u:o:fr2-.ds. 
Verwendet man die Beziehung 
ds=Y1-+r?.de, 


dann schreibt sich diese Gleichung 


h 
M=2n.u-.0.-fr.J1+r?2.de .. (3). 
0 


Das Integral stellt aber nichts anderes als das Träg- 
heitsmoment der Meridiankurve bezogen auf die 
x-Achse dar. Soll nun nach Vorgabe der beiden End- 
ordinaten r, und r, und der Höhe h des Zapfens eine 
Meridiankurve r = f(x) mit den geforderten Eigen- 
schaften bestimmt werden, dann läuft die Aufgabe auf 
das Variationsproblem hinaus, das Integral oder Träg- 
heitsmoment 


h h 
J=/ UÜr,r,e)de=/fr-Yl+r?2.de 
0 0 


zu einem Minimum zu machen. Ein erstes Integral 
der notwendig zu erfüllenden Euler-Lagrangeschen 
Differentialgleichung, für die Funktion r = f(x) 


d 2 oL 
dx 
ist, da die Funktion 


er. irr 


die Veränderliche x nicht explizite enthält, gegeben 
durch 


ER 


L—r. er — m 
Or C, 
oder 
!=-VYa-.r —l...... (4). 
Nach nochmaliger Integration folgt hieraus 
r 
; dr 
ee ng Wa (5). 
Ver —1 
1 
Mit der Substitution 
1 1 
r=— 
Ya cos ® 
geht das Integral (5) über in 
.s(d)% 


p 
1 do 
= , 
Ya Yl+ co 
Pı 
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Nun ist die Legendresche Normalform des ellip- 
tischen Integrals I. Gattung 


7 de 
7 er 
0 


Setzt man hier k = 1//2, dann gilt speziell 


0) 
il do 
F[I—,9\=]2- u. . (6). 
) | nr 
Ö 
G1. (5) kann demnach unter Beachtung von (6) und 


Rücktransformation auf die Veränderlicher in der 
Form geschrieben werden: 


= I r( 2 , Arc COS ne 
Ya y2 r -Yeı 
lee arc m ) El: 


Nach r aufgelöst gibt das 


1 1 
Ye am 5 eg ER I arc cos N 
} 1 5 
V2 r, Yaı 
als Lösung des Problems. Für das Moment M erhält 
man mit dieser Funktion über die Beziehung (4) 


7)’ 


Waz= 


h 
M=2n:-u:0.c,:/ r!:de 
0 


oder auch 


13 
rt dr 


eier: m 
r 
Das Integral kann mit Hilfe der Rekursionsformel 


rt .dr ee T 
= . 2, .B 1 
F5 Be 


au 
3 Ve. —1 
und mit Verwendung des Ergebnisses für das Integral 
von (5)’ aufgelöst werden, so daß schließlich bleibt 


IE EDER 


—F (m , Arc Sr = ) I (8). 


Diese explizite Formel gestattet die numerische Fest- 
legung des Wertes für das Moment M. Die Integrations- 
konstante c, ergibt sich aus der Bedingung, daß für 
z=hr=r, sein muß. So folgt aus Gl. (7) 


1 


1 l 
b=-——. | Ri, oc: 
v2 Cı | 7 " Ye 
1 l 
en are ] daR, in 
v2 nyYca 


und damit c,. Die Randbedingung, für = 0 soll 
r=r, sein, wird von der Funktion (7) oder (7)’ bereits 
erfüllt, da r, als untere Grenze des Integrals (5) ge- 
wählt war. 


Daß die durch Gl. (7) festgelegte Form (8) des Mo- 
mentes M tatsächlich ein Minimum liefert, folgt daraus, 
daß die hinreichende Bedingung 


&(P,P,r,x) > 0 
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für das Eintreten eines starken, eigentlichen Mi- 
nimums für ? # p erfüllt ist, wo 


6(P, p,r,%) = Lip, r, ©) — L(p, r, &) 
Dn: pna) 
— BD et 
die Weierstraßsche ö-Funktion ist. Man erhält mit 
Lp,r,e)=r?.J1+p® 
für die &-Funktion 
&P,Ppır,2) 
- —— YA + PR) dt) —(U+r-P)l- 

Ip 

Es ist aber 


ya+P):-A+mM)>(1+p-D 


oder N 
TED MEER 
wegen 

—9°’>0 
für 9 # p. Daraus folgt die Behauptung & > 0. Die 
Extremalen (7) bzw. (7)’ liefern also wirklich den 
kleinsten möglichen Wert Mmin für alle zur Konkur- 
renz zugelassenen Meridiankurven, welche durch die 
Punkte (0; r,) und (Rh; r,) hindurchgehen. 

Oben waren die Punkte (0; r,) bzw. (h; r,) als Rand- 
bedingungen vorausgesetzt worden, durch die die Kur- 
ven (7) hindurchlaufen sollten. Es ist jetzt die Frage, 
wie sich die Extremalen einstellen, wenn nur die 
Höhe } vorgegeben wird. In diesem Fall müssen die 
Meridiankurven die Geraden = 0 und <= trans- 
versal schneiden, oder die Transversalitätsbedingung 

oL y2.r’ 
„= U N. (9) 
r Yırfma 
muß für die Punkte (0, r,) und (h;r,) erfüllt sen. Da 
im allgemeinen r, =# 0 ist, folgt hieraus 7 = 0, d.h. 
die Meridiankurve läuft in den Punkt (0; r,) mit der 
Steigung tg% = 0 ein. Gl. (4) liefert dann 


Für den zweiten Punkt (A; r,) kann (9) nicht zugleich 
erfüllt werden, da nur eine Konstante c, zu vergeben 
ist. Wendet man indes (9) auf den Punkt (R; r,) an, so 
müßte wegen r, + Or; = 0 sein und daraus würde 
gel 1 
In r3 
folgen. Für alle r < r, wird mit diesem Wert r’ ima- 
ginär; eine Tatsache die zeigt, daß die letzte Möglich- 
keit nicht in Betracht kommt. 
Mit dem speziellen Wert (10) wird aus Gl. (7)’’ 


h 
= = «F es atccose) . . . (11), 
n 72 v2 


wo das Verhältnis e = r,/r, ist. Entsprechend erhält 
man aus Gl. (8) 


M 1 —, h 
5 Nee+ te]... 


Hier ist das Verhältnis h/r, identisch mit (11), und 
das Moment M, ist das Reibungsmoment des ebenen 
Spurzapfens mit dem Innenradius r, und dem Außen- 
radius rz: 


2 
M= non.) 
2 (1l+e+2) 
= —— . P . —_ 
ee yo 
wenn o aus Formel (2) entnommen wird. 


er ee en 


ASTA AR Ber 
Zi en läßt si nicht nach c, auf- 
; zweckmäßig ıbstitution 


a Zu. 


we Y — 

ne a A ea Fer 
durchzuführen. Man erhältso 
Br, 2 [og cosn) 


Er Ta 2 V? 


He 1: Yy - N 
Pre rl). iz) 726 


oder auch 
iu) ie 
et 
we. 

1 ee (13) 

Er. er are con y)— a are cos I 

E m 2’ 5 : € ) 

als Steigung des konischen Vergleichszapfens, dessen 


Meridiankurve ebenfalls durch die Punkte (0 ;r,) und 
(h; r,) hindurchgeht. Gleichung (8) geht über in 


M 1 


rk nu etz 
er tn)...o. 


In Abb. 4 sind nun für verschiedene Werte des Para- 


E meters e die Kurven tg y, wie sie Gleichung (13) liefert, 
4 eingezeichnet. Die obere Grenzkurve (e= 1) wird 
E’ durch Grenzübergang (e — 1) aus (13) gewonnen. Man 
7 erhält die Funktion 


er: 1 — 
Zu EIN 
g Die kleinsten Werte für die Steigung tgy oder damit 


die größten Werte für die Höhe h, ergeben sich für 
B e=y. So gilt für die untere Grenzkurve die Dar- 
= stellung 
Fe le y): v2 


vor (ng are cos) 


2 


Fly, EP DE , arc COS v) (N) 


v2 


BRRERNT)" 


02 
04 


Y 
0 on 02 03 04.05 06 07 08 09 19 


Bild 4 


Ein Vergleich zwischen (11) und (11)’’ zeigt nun, daß 
beide Gleichungen wegen e = y übereinstimmen. Dar- 


SS 


nree 


aus folgt, daß die der Transversalitätsbedingung (9) 
genügenden Meridiankurven mit dem speziellen Wert 


für c,(10), identisch sind mit den Meridiankurven 
h/r,, wie es durch die Gleichungen (11) bzw. (11)’’ dar- 


gestellt wird, eingetragen. Man entnimmt einen | 


maximalen Wert von h/r, = 0,42 bei e = 0,6. Worin 
besteht nun der Widerspruch mit der Wirklichkeit, 
die ja auch größere Verhältnisse h/r, auszuführen 
gestattet? Die Extremalen konnten aus der Forderung 
hergeleitet werden, daß ihr Trägheitsmoment bezogen 
auf die x-Achse möglichst klein werden soll. Es ist 
nun klar, daß wenn die Höhe h ein gewisses Maß über- 
schreitet, sich diese Kurven geringsten Trägheits- 
momentes gegen die x-Achse hin einziehen werden, 
d.h. irgendwo im Intervall (0, kA) wird r’ = 0 sein. 
Nun mußte aber gerade aus konstruktiven Gründen 


Hm, 


DE ee u U VEN 
Bild 5 


der Kurvenast, für welchen r’ < 0 ausfällt, ausge- 
schlossen werden. Der äußerste Grenzfall ist wohl der, 
daß am Intervallende, es ergab sich an der Stelle 
x=(0,r’=0 sein kann. Diese Kurven genügen der 
Transversalitätsbedingung (9) und sind zugleich die 
Meridiankurven möglichst großer Höhe h. Zum Bei- 
spiel ist für e = 0,5 die Meridiankurve, wie sie durch 
die Gleichungen (7) oder (7)’” mit dem speziellen Wert 
(10) für die Integrationskonstante c, geliefert wird, in 
Bild 6 eingezeichnet (stark ausgezogen). Wird ein 
größeres Verhältnis Ah/r,, wie es sich hier zu 0,407 er- 
gibt gefordert, so muß die sinnvolle Fortsetzung der 
Meridiankurve, damit sie in Einklang mit den getrof- 
fenen Voraussetzungen steht, aus einer Geraden 
r=r, = konstant bestehen. Für diesen angesetzten 
zylindrischen Teil ist nämlich r’ = 0, nach Annahme 
demnach auch o =0, so daß an der Extremaleigen- 
schaft des nun aus Zylinder und Kurve (7) bzw. (7)’ 
zusammengesetzten Zapfens nichts geändert wird, da 
der angesetzte Zylinder kein zusätzliches Reibungs- 
moment zur Folge hat. Zusammengefaßt sind die 
Konsequenzen also: 

Ist das Verhältnis h/r, kleiner als durch Gl. (11) be- 
stimmt, so muß zunächst die Integrationskonstante c,, 


am einfachsten mit Hilfe des Schaubildes (4), bestimmt 
werden. Bei r, = 1,0 cm, r; = 2,5 cm und = 0,5 cm 


möglichst großer Höhe h. In Abb. 5 ist das Verhältnis . 


vatant 
z = 


= 1,429. Genügt das Verhä, 


erhält man z.B. tgy=3,0,y = 
, ist die Transversalitätsbedingung erfüllt, und die 
an wird durch Gl. (7) oder (7) mit d 


speziellen Wert (10) für die Integrationskonstante c,, Fr 
dargestellt. Schließlich setzt sich bei größeren Ver- 


_ hältnissen h/r, die Kontur zusammen aus der Kurve 


(7) mit dem Wert (10) und der Geraden r = r, bis zur 
gewünschten Höhe. (Bild 6, gestrichelt) 


d 
0,10 


’ 


005 


0 0 02 08 0% 05 06 07 08 9 1 
Bild 7 


Interessant ist ein Vergleich zwischen den Reibungs- 
momenten der hier ermittelten ideellen Meridiankurve 
und der technisch ausgeführten Konusform. Es sollen 
die Zapfen, welche der Bedingung (11) genügen, ver- 
glichen werden mit den konkurrierenden Kegelfor- 
men. (Bild6, kurz gestrichelt eingezeichnet.) Das 
Reibungsmoment M7, des Konus ist 


Be een 


wie aus Gl. (3) folgt, wenn 


rn+ aM, 


und für h/r, der Ausdruck (11) gesetzt wird. Ein Maß 
für die Differenz der Momente ist dann der Quotient 


AM  (M,—M) 
Me ee ik Wi 


wobei die Gl. (12) für M Verwendung findet. Bezogen 
auf das Reibungsmoment M, des ebenen Spurzapfens 
liegt eine maximale Abweichung (Bild 7) von 6,5% 
vor. Dieser geringe Unterschied zeigt, daß die Konus- 
form noch als außerordentlich günstig zu bezeichnen 
ist, falls das Verhältnis A/r, den aus Gl. (11) fol- 
genden Wert nicht übersteigt. 


Zusammenfassend hat sich für Spurzapfenlager mit 
vorgegebenem Radienverhältnis e = r,/r, eine Maximal- 
höhe h ergeben. Rein analytisch ist eine Überhöhung 
durch einen angesetzten Zylinder zwar möglich, ohne 
daß sich dabei das Coulombsche Reibungsmoment 
ändert; in Wirklichkeit wird aber doch mit einer Er- 
höhung des Momentes zu rechnen sein. Dadurch 
nämlich, daß außer der Coulombschen Reibung 
auch noch flüssige Reibung vorhanden sein wird. Man 
kann den Sachverhalt ungefähr erfassen, wenn der 
Ansatz für die Schubspannung 7 = 1:0 um ein Zu- 
satzglieder weitert wird auf 


T=u:.0o+)1. "=u:0-+44:w%.rn, 
Mit A = 0 liegt trockene Reibung vor, also der Fall, 
der oben behandelt wurde. Ist A = 0, so beschreibt das 
Zusatzglied eine der n-ten Potenz der Umfangsge- 
schwindigkeit v = r -  proportionale Reibungs-Schub- 


spannung. Die Formel (3) geht entsprechend über in 
die erweiterte Gleichung 


ö= 


h 
M=2n:u-0: [m JIFrR.de 
0 


h 
+ 2n-%:oR. [rmtd. VI FIR .de (8)% 
ö 


g ird schon mit 

die erweiterte Formel (3)’ übe 
u. u AN un 
M=2r-(wo+A).[r-VI- 


und die Forderung, dieses Moment bei 
Radien r, und r, zu einem Minimum zu machen, 
wieder genau zu den Lösungen (7) bzw. (7)’; womit de 
der Gl. (11) genügenden Maximalverhältnis h/r, wu 
konkreter Wert zugeteilt ist. Bee 
Allgemein ist die Lösung des Variationsproblems 
für beliebige n > 0 bestimmt durch die Differential.. 
gleichung j ; nn 


a 


r = Vd:r.(no+Ao" m —1 yelita)? 
und deren Lösungen 


j dr 
m na 
| Ve -rt-(n 044 w®. m) —1 
rı 


Wie oben findet man die Zapfen maximaler Höhe, 
wenn r’ = an der Stelle r=r, gefordert wird. So 
folgt aus (4)’ für die Integrationskonstante 


1 
AT nm. t+Ao®. MM) 
und damit aus (5)’’ die Höhe des Zapfens 


13 —J1 


dr 


Rn= 7 2 . 
= (ee 
Fe VE \uo +iw®.r 


Zur Bestimmung von h, ist also ein elliptisches Inte- 
gral höherer Gattung maßgebend. Eine wichtige 
Folgerung indes läßt sich allein schon durch Betrach- 
tung des Integranten herleiten, ohne daß eine Aus- 
wertung des Integrals notwendig ist. Wegen r > r, gilt 


nämlich 
ee) 
r, vo+Aw®.ı8) 7 \r, 
1 1 


Yo (ae Yk mr . 
nr) \no+Aw®. r, 


Daher ist die Ungleichung 


..05)”. 


oder 


13 


ir | ve: (Er ur 


r, En Kor A@UrR 


3 


dr 


va ea 

rı r] 
richtig. Entsprechend gilt dann aber auch für die 
Verhältnisse 


RL 
und diese Aussage schreibt der Gl. (11) die Eigenschaft 
einer oberen Schranke für die A,/r,(n >0) zu. Das 


Ergebnis kann auch so ausgesprochen werden: Bei 
vorgegebenen Radien r, und r, und beliebigem n > 0 


= 


= 


y 
En nn N °F 


l mögliche Verhältnis h,/r, des Zapfens, 
ıes noch eine Meridiankurve zuläßt mit der 
ınce, das Widerstandsmoment so klein wie nur mög- 


lich auszulegen (Minimum), kleiner als das Maximal- 
verhältnis %/r,, welches sich für n — 0 ergibt, wobei 


4 gleich oder ungleich Null sein kann. (Nur trockene 
Reibung, oder Berücksichtigung einer von der Winkel- 
geschwindigkeit ® unabhängigen flüssigen Reibung). 
Da beim ausgeführten Lager trockene und flüssige 
Reibung zusammen vorhanden sind, die flüssige Rei- 
bung mit n=+1 oder 2 hinreichend charakterisiert 
sein dürfte, heißt das, auch für den wirklich eintreten- 
den Sachverhalt (nicht nur mathematisch) hat die 
Formel (11) die Bedeutung einer oberen Schranke. 
Sie ist es um so mehr, als in ihr nur das Radienver- 
hältnis & = r,/r, enthalten ist; die durch sie festgelegten 
Werte h/r, demnach auch als Richtwerte für die Kon- 
struktion eines Spurzapfens bezeichnet werden können. 


Karlsruhe. Werner Roth. 


Bemerkung zur Erweiterung des Verfahrens 
von Newton-Raphson auf die Berech- 
nung einer mehrfachen Nullstelle 

In Band 29 (1949) dieser Zeitschrift (8. 44—51) ver- 
allgemeinerte Herr E. Bodewig das Newton-Raph- 
son’sche Verfahren mit quadratischer Fehlerab- 
nahme auf die Berechnung einer p-fachen Nullstelle € 
einer gegebenen Funktion f(x). Die Näherungsfolge x,, 
welche für 2 — 00 gegen die gesuchte Nullstelle £ 
streben soll, muß hier nach der Verfahrensvorschrift 


f&n) 


N 


gebildet werden. Für das Fehlerglied gibt Herr Bode- 
wig die Beziehung an 


ar, ie) (m —&)* | 


mit g(x) aus f(x) = (© — EP - g(a). 

Es sei hier darauf hingewiesen, daß Verfahrensvor- 
schrift und Fehlerformel bereits in den Formeln des 
gewöhnlichen Newtonschen Verfahrens (für eine ein- 
fache Nullstelle) enthalten sind, wenn man dieses auf 
die Funktion 


Fix) = — |f{a)|? = (x — &) - |g(a)| UP für se, 
Fix) = + |fa)|}? = (© — £) : |g(a)|P 3 für >E 


anwendet; F(x) besitzt bei x = £ eine einfache Null- 
stelle. 

Man kann so auf den obigen Fall auch die von 
A. Ostrowski (Vorlesungen über Differential- und 
Integralrechnung, Basel 1951, 2. Band, S. 336) ange- 
gebene Fehlerformel 


|F’’ Imaz : |F’ max 
2 IF min 
übertragen, die das Verhalten des Fehlers in der Nach- 


barschaft einer einfachen Nullstelle& von F(x) be- 
schreibt. 


Göttingen. 


Diether Grohne. 


Über die Halmsche Differentialgleichung 
1. J. Halm löst die Differentialgleichung 
I+%y’+a®+b)y=0....(0) 


in geschlossener Form bei folgenden Beziehungen zwi- 
schen den Parametern « und 5 von (l): 


a 0,475 willkurkche en (2) 
und : 
4a=4b-3, a#T Ale): 
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De a 


In einer in Mathematischen Nachrichten (Bd. 15, 3 
1956) erschienenen Note haben wir gezeigt, daß sich 


‘ die Differentialgleichung (1) auch bei Bestehen der 


Beziehung f 

ee VE ee (4) 
zwischen den Parametern «a und 5 von (1) in geschlos- 
sener Form integrieren läßt, und die Lösung von (1) 
auch in diesem Fall gegeben. 

Hier geben wir die Methode, die wir dort benutzt 
haben, um neue Beziehungen zwischen a und b zu er- 
halten, bei welchen sich die Differentialgleichung (1) 
mit Quadraturen integrieren läßt; außerdem leiten wir 
einen neuen Fall dazu her und machen manche An- 
wendungen auf Differentialgleichungen, die zur 
Halmschen Differentialgleichung (1) transformiert 
werden können. 


2. Es sei das Integral p(6) der Differentialgleichung 
d 
TORE). - 6) 
bekannt, wo 0 =4y (A = const., y = y(x)). Bei 
en 
H(0) = la) Te 
erhält man 


[ne (+ na ee + nor 


_.d dey 
ur ie 


dx? 
oder 
dey 
 /dap\? d da? 
7 = 2.0) (22) +30 Ey [+00 
de (6). 


Das Integral z(x) der im allgemeinen Riecatischen 
Differentialgleichung (6) ist bekannt, wenn y(x) eine 
gegebene Funktion von x ist. 
Wie bekannt, läßt sich die Riecatische Differential- 
gleichung 
x = Fıl) #? + Fax) 2 + Fe) 
durch die Transformation 
_ ji F(«) z(2) dz + 5 ji F,(&) dx 
ya) = e 
mit 
Fi) 
Fa) — | F,(x 


in die lineare homogene Differentialgleichung zweiter 
Ordnung 


vr A| =0 M 


umformen. In unserem Fall wird nun die Differential- 
gleichung (7) 


3 df,(0) 1? 
WI Y j f1(0) 13(0) y? — rn Es = 
OR Es 
\2 2 2 
a (£) Be ne. HEBTPRCRTZ 


” d@’f(0) Ivy’ 2a) nl _ og 
a rer? | Sn 
Im allgemeinen kann man in der letzteren Differen- 
tialgleichung so mit den Funktionen f;(0) (= 1, 2, 3) 
und y(x) verfügen, daß diese Gleichung eventuell zu 
einer von vornherein ausgewählten Klasse von linearen 
homogenen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
gehört. Speziell, können f,(0) und 7;(6) willkürlich 
sein, falls /,(0) = 0 ist, da in diesem Fall die Differen- 
tialgleichung (5) eine Bernoullische oder lineare Dif- 
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ferentialgleichung erster Ordnung ist . Man kann dann 
folglich stets sein Integral auffinden. Wenn f3(0) 0 
ist, können die Funktionen f,(0) und f,(0) insofern 
beliebig sein, daß ein Integral von (5) bekannt ist. 

3. In der erwähnten Note haben wir die Funk- 
tionen f;(0) und y(x) so ausgewählt, daß die Gleichung 
(8) die Form 

par +getn)?y” 
3 
+la(p®+ga+r) Frgtpn y=0 
mit 
ze DREI SD ER N. (10) 
oder 
a or (11) 
und die Form 
pa t+getn?y” 
+&4rr. I) Bir gen) 
+P+2)(4pr—Ply=0.. (12) 


annimmt. Die allgemeinen Integrale von (9) und (12) 
sind entsprechend 
1 
y= (CO, cosAy + O,sinAy) (pa +ge+ r)* 


im Falle (10), 
1 


y=(C,chAy-+ OyshAy) (par + gut n)t 
m Falle (11) und 


v 


y=[C [pa +g® + n)’de+0;] a 
a). 


Die Gleichungen (9) und (12) sind vom Halmschen 
Typ (l), wonmanp=r=1,g= Osetzt. Die Para- 
meter a und b erfüllen dann bei (12) die Beziehung 
a+b-+b2=0. Außerdem bekommt man von der Glei- 


chung (12) bi v= —— den von Halm nicht be- 
trachteten Fall «a = = in (3). 
4. Setzt man in (5) 
Ba 
de pw®+ge-+r 
bei 
{ Heel, EK=0...d) 
und bei 
HAM) =k)=1, AM)=0... (14), 
so erhält man von (8) die Differentialgleichung 
a U EA ee u N ei) 
mit 
EU Te 
ak a ee: (16) 
für (13) und mit 
1 
DE a Ep) wel) 
für (14). 


, ‚Das allgemeine Integral der Differentialgleichung (15) 
ist 
— Y ——— 
Vpartgatr 
0, cosAy + (,sinAy bei > 
C,chAy-+ O,shA y beizrz 
mit 
pR+tgetr' 
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Den Fall 


T= WW —4pr) 


mit dem allgemeinen Integral 


1 
da 


en 


bekommt man aus der Gleichung (12) beiv = — 1. 
Die Gleichung (15) mit (16) und (17) schließt in sich 
sowohl die Gleichungen 2.369 und 2.382 (E. Kamke, 
Differentialgleichungen. Lösungsmethoden und Lö- 
sungen, Bd. I, Leipzig 1951; das Buch wird ferner kurz 
mit EK zitiert), als auch (1) mit (2) an. 


ae 
5. Setzt man (14) in (5), so ist (0) = z ein Inte- 


gral dieser Differentialgleichung. Wenn man noch 


2 =(p+ge+r’(2px+g? 
setzt, so erhält man aus der Gleichung (8) 
pe +ge+rn?y” 
+Bp(il—n)patge+r) 
+rb+2)4pr— Ply=0 
mit dem allgemeinen Integral 


ke) 


v 
y-pe+ge+rn ?@pz+g 
x [0 [P=*+g= + n)?(2px+Q”de+ 0,) (18a). 
Mit p=er=1 und qg=0 erhält man aus der Glei- 
chung (18) die Halmsche Differentialgleichung (1) bei 
der Beziehung 
9a —3b+%—=0 
zwischen den Parametern a und b. 


6. Halm löst die Differentialgleichungen 
y’+Aythe+By=0 


y’+Aytgsc+By=0 2: (20) 
(EK, Gleichungen (2.64) und (2.70)) für A = 2 bzw. für 
= —2. 


va, = 


er) 
und 


Durch die Substitution 
Ya) = n(E) 
yx) >= n(E) ’ E = sin® 3 
erhält man aus (19) und (20) die Gleichungen 
+)’ +(A+V)E+Bn=0.. (22) 
EV)’ +l—AEN—Bn=0. (22). 
Die Gleichung (22) nimmt bei 


E=shz....0), 


bzw. 


bzw. 


A+1 


n=L(Du 0 Seren (23) 
die Form 
4(&+ 1227 HE +4B— Ay 
+(1+4B—24)—3]=0 (24) 
an. Diese Gleichung ist vom Typ (1). Bei A=2 er- 
sieht man, daß die Gleichung (24) genau (1) mit (3) 
wird, d.h. 

HP +HILeaAB—3)2+4B—6]—=0 (2). 
Aus dem bekannten Integral von (25) erhält man durch 
(23) und (21) das Integral 
C, cos@x= +(,sin«ex bi B-1=&>0 
C;chex+(,shax bei B-1=—-&2<0 
von (19) in diesem Falle. 

Der Fal«=0,d.h. B=1 in (19) bei A=2 ist 
von Halm nicht behandelt. Wir machen darauf auf- 


merksam, daß Halm diesen Fall auch bei der Dif- 
ferentialgleichung (1) mit (3) nicht betrachtet. In diesem 
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Nach (23) erhält man die Lösung 3% 


ee 


i 1 
n=(4+2) ?[Oh(@-ıYIFE)+G], 
welche, laut (21), das allgemeine Integral 
 yelkhatGatl) 
von (19) noch für den Fall A=2, B=1 gibt. 
Nun wollen wir das Resultat von Halm bezüglich 


der Integration von (1) mit (2) auf die Gleichung (24) 
anwenden. Zu diesem Zweck setzen wir 


1+4B—4A=0 dh B= a £ 
Dann wird die Gleichung (24) 
> iR ee ee (26) 
mit 
4? —24—3 


DZ 1 


d.h. D> — 1 für reelle Werte von A. In diesem Fall 
ist das allgemeine Integral von (26) 


& 0, cos (« arcetg&) + O, sin (x are tg &) 
eng bi &2=D-+1>0 
A ee a 


Nach (23) haben wir 
W er 


a+917“ 


I. cos (x arctg&) + C, sin (@ are tg £) 


= beim DZ 0227) 
C, + (,aretgE bi D=—|1. 


Aus (27) und nach (21) erhält man das allgemeine 
Integral von (19) bei der Beziehung 


1+4B—- 2=0. 


» 


den Beziehungen 
a+b+&=-0 ud 9a —-35+2—=0 
zwischen den Parametern @« und b von (1) kennt, ist 
man imstande auch die allgemeinen Integrale von (19) 
noch bei anderen außer den betrachteten Fällen A — 2 
und 1+4B—A?=0 zu erhalten. Der Beziehung 
4a+b+b52= 0 entspricht die Relation fl 
B+B®—AB=0 d.h. B=0 und 1+B—A=0 
(28) 
zwischen den Parametern A und. B der Gleichung (19), 
und der Beziehung 9a —35 +5b2=0 — die Relation 
4+5B—242+B—-AB+2A=0.. (2) 


Im Falle (28) ist das allgemeine Integral von (19) 
nach (12a), (23) und (21) 


- 7. Indem man die allgemeinen Integrale von (1) bei 


ya: i 
NN 
y= (cha) P fur®s?” de + o) 


mit&= sh. Im Falle (29) ist das allgemeine Integral 
von (19) nach (18a), (23) und (21) 


AL I6B, 
y= |sh x| (ch «) z 
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2 Bene) 
x|a fur Erde GQ, 


mit E=shr.. 


Wenn man von der Gleichung (22a) anstatt von der 
Gleichung (22) ausgeht, erhält man ähnlich die Lö- 
sungen der Differentialgleichung (20) bei Beziehungen 
zwischen den Parametern A und B, die den Bezie- 
hungen (28) und (29) analog sind. Man muß allein 
anstatt p=r=1, qg= 0 in den entsprechenden Dif- 
ferentialgleichungen nebst ihren Integralen die Werte 
en —l, .g= 0Rbzwap— N 120=08je 
nachdem |x | < 1 bzw. |x | > 1 ist, setzen. 


Sofia. Bl. Dolaptschiew u. Iw. Tschobanow. 


BUCHBESPRECHUNGEN 


L. Bieberbach, Einführung in die konforme 
Abbildung. (Sammlung Göschen: Band 768/768a) 
180 S. Berlin 1956. Verlag, Walter de Gruyter u. Co. 
Preis 4,80 DM. 

Die Neuauflage des bewährten Büchleins ist zu be- 
grüßen. Es unterscheidet sich von der vorhergehenden 
Auflage (1949) einmal durch schärfere Formulierungen, 
zum anderen aber vor allem durch Erweiterungen, die 
der modernen Entwicklung der konformen Abbildun- 
gen Rechnung tragen. 

So wird z. B. das Prinzip vom Rand anders formu- 
liert und bewiesen, neuere Ergebnisse zum Koeffi- 
zienten-Problem bei schlichten Funktionen gebracht 
und eine Verschärfung des Koebeschen Verzerrungs- 
satzes für 2] <1l durch Golusin und Jenkins, die 
auf der Methode der Löwnerschen Differential- 
gleichung bzw. der Methode der extremalen Länge 
(Ahlfors-Beurling) beruht, behandelt. Auf die 
genannte Differentialgleichung wird ausführlich ein- 
gegangen. 


Dresden. M. Hasse. 


Nichtlineare Regelungsvorgänge. Vorträge, 
zusammengestellt von Dr. W. Hahn. 1088. m. 
67 Abb. München 1956. Verlag R. Oldenbourg. 
Preis geb. 14,— DM, für Bezieher der Regelungs- 
technik und für Mitglieder der GAMM 11,20 DM. 


Das zweite Beiheft zur Zeitschrift ‚‚Regelungs- 
technik‘ bringt uns, unter der Redaktion von 
W..Hahn, die auf der Tagung des Fachausschusses 
Regelungsmathematik der Gesellschaft für ange- 
wandte Mathematik und Mechanik (GAMM) im 
September 1955 gehaltenen Vorträge bekannter 
Fachleute des In- und Auslandes in gegenüber der 


Tagung meist erweiterter oder ergänzter Form, eine 


Neuerscheinung, die man wohl vorbehaltlos be- 
grüßen darf, weil sie eine Lücke im deutschen 
Schrifttum schließen hilft und uns die mathematisch 
schwierige Materie der nichtlinearen Regelungsvor- 
gänge näher bringt. 

Im ersten Beitrag zeigt K. Magnus die Anwendung 
des von ihm entwickelten, auf der harmonischen 
Balance aufbauenden A-Kurven-Verfahrens auf die 
Berechnung nichtlinearer Regelungen. Die zweite 
von J.M.L. Janssen und J.C. Vermeulen stam- 
mende Arbeit erklärt die Anwendung der Beschrei- 
bungsfunktion auf Regelvorgänge mit Hysteresis und 
Reibung, wobei die Ergebnisse teilweise durch Modell- 
versuche verifiziert wurden. Die beiden folgenden 
Beiträge befassen sich vorzugsweise mit der Methode 
von Ljapunov und erschließen damit dem deutschen 
Leser sehr schwer zugängliches Schrifttum. Zunächst 
beschreibt W. Hahn die Behandlung von Stabilitäts- 
problemen mit der zweiten Methode von Ljapunov 
und dann E. Pestel die Anwendung der Ljapunov- 


> 
A 


schen Methode und des Verfahrens von Krylov- 
Bogoljubov auf ein technisches Problem. Schließ- 
lich behandelt W. Haacke im letzten Beitrag die 
_ Untersuchung eines nichtlinearen Regelkreises in 
einer mehrblättrigen Phasenebene. . 
Insgesamt vermittelt uns die Vortragsfolge einen 
guten Überblick und Anregung für technische Weiter- 
arbeit. Außerdem zeigt sie uns, daß wir einem großen 
Teil nichtlinearer Regelungen durchaus nicht so wehr- 
los gegenüber stehen wie oft angenommen wird. 
Hoffen wir, daß dies nicht der einzige Beitrag des 
_ Fachausschusses Regelungsmathematik der GAMM 
zum Thema der nichtlinearen Regelungen bleibt und 
hoffen wir andererseits, daß es dem Fachausschuß 
möglich ist auch andere brennende Probleme der 
Regelungstechnik — es seien nur unstetige Regelun- 
gen, Optimalwertregelungen, die experimentelle Mathe- 
matik in der Regelungstechnik und ganz besonders 
dringend die Anwendung statistischer Methoden ge- 
nannt — in ähnlich ansprechender Weise in unsere 
Fachwelt hineinzutragen. 


Berlin-Karlshorst. N. Klamka. 


6. Doetsch. (o. Prof. a.d. Univ. Freiburg i. B.), An- 
leitung zum Praktischen Gebrauch der La- 
place-Transformation. Mit einem Tabellenanhang 
von Dipl.-Math. R. Herschel. 198S. m. 12 Abb. 
München 1956. R. Oldenbourg. Preis geb. 22,— DM. 

Die vorliegende Anleitung faßt ohne Angabe theo- 
retischer Ableitungen und ohne Beweise knapp das zu- 
sammen, was der Ingenieur bei Anwendung der 
Laplace-Transformation insbesondere zur Lösung 
gewöhnlicher Differentialgleichungen braucht. Dabei 
ist auf mögliche Fehler und Mißverständnisse durch 
Warnungszeichen aufmerksam gemacht worden. Der 
Stoff ist in folgenden Kapiteln zusammengefaßt: 
Definitionen und allgemeine Eigenschaften, Regeln für 
das Rechnen mit Laplace-Transformationen, Ge- 
wöhnliche Differentialgleichungen, Differenzen‘ 
gleichungen, Partielle Differentialgleichungen, Inte- 
gralgleichungen und Integralrelationen, Berechnung 
der Originalfunktion aus der Bildfunktion, Asym- 
ptotisches Verhalten von Funktionen und die Frage 
der Stabilität. Auf technische Einkleidung der Bei- 
spiele wird verzichtet, das Interesse vielmehr auf die 
routinemäßige Arbeit mit Laplace-Transforma- 
tionen konzentriert. Dazu sind Tabellen der korrespon- 
dierenden Funktionen erforderlich, deren wichtigste 
in einem Anhang zusammengefaßt sind. Die für ein 
tieferes Eindringen erforderlichen Ableitungen und 
Beweise findet der Leser in dem von gleichen Ver- 
fasser herausgegebenen dreibändigen Handbuch der 
Laplace-Transformation, deren letzter Band im vori- 
gen Jahr erschienen ist. 


Dresden. Willers. 


Prof. Dr. H. Blenk, Jahrbuch der Wissenschaft- 
lichen Gesellschaft für Luftfahrt e. V. (WGL) 
1955. 360 S. m. 474 Abb. Braunschweig 1956. Friedr. 
Vieweg & Sohn. Preis geb. 48,— DM. 

Das in hervorragender Ausstattung herausgegebene 
Jahrbuch 1955 der Wissenschaftlichen Gesellschaft 
für Luftfahrt enthält in seinem wesentlichen Teil die 
41 Vorträge der im Oktober 1955 in Augsburg abge- 
haltenen Jahrestagung der WGL, vorteilhaft ergänzt 
durch knappe Zusammenfassungen, ausführliche 
Schrifttumshinweise und die wichtigsten Diskussions- 
beiträge. Die Vielgestaltigkeit der Themen gewährt 
einen reizvollen Einblick in die weite Verzweigung der 
modernen Luftfahrtforschung. Den Leser dieser 
Zeitschrift interessieren in erster Linie die Vorträge 
aus dem Gebiete der Aerodynamik, der Gasdynamik 
und der Flugmechanik. Besonders bemerkenswert 
scheinen mir die kurzen, aber alles Wesentliche brin- 
genden, mehr programmatischen Ausführungen von 
R. Sauer über ‚‚Neue Ergebnisse und Entwicklungs- 


die wirkung 
Übersch» } ‚über die ‚Weitere 
rakteristikenverfahren für zwei- und 
Überschallströmungen“ und den ‚‚Ei 
gesteuerter elektronischer Rechen. 
dynamische Probleme“ berichtet. 

E. Truckenbrodt versucht mit seinen Ausfü 
gen über, ‚die Tragflügelaerodynamik vom Standpunkt 
des Flugzeugbauers aus gesehen‘ eine a der 
Praxis zur Theorie zu schlagen. K. Gersten be- 
richtet über theoretische und experimentelle ‚‚Unter- 
suchungen über den Abwind hinter Deltaflügeln bei in- 
kompressibler Strömung“, H. Wursterüberein Ver 
fahren zur Ermittlung des ‚‚Neutralpunktes eines « 
Flugzeuges“. W. Werbs beschäftigt sich mit der un- 
erfreulichen Erscheinung, daß bei schwindendem 
Seitenverhältnis des Flügels die ‚‚Interferenz“, d. i. 
die ‚‚Differenz zwischen den Werten des Gesamt- 
modells (eines Flugzeugs) und der Summe der Werte 
der Einzelteile“ von wachsendem Einfluß ist. G. 
Richter behandelt die ‚‚Aerodynamik des Ring- 
flügels“, die beispielsweise bei der Gestaltung von 
Staustrahltriebwerken eine Rolle spielt. F. Keune 
setzt seine z. T. gemeinsam mit Oswatitsch durch- 
geführten zahlreichen Untersuchungen fort und be- 
richtet über ‚‚eine Näherungstheorie zur Berechnung 
der auftriebslosen Strömung um schlanke Körper bei 
Schallanströmumg“. er die Überschallströmung 
um Flügelprofile bei einer Machzahl M = lin der un- 
gestörten Strömung trägt Nocilla vor, während 
Seibold die Wirkung abschätzt, die ein sog. Spoiler, 
d.h. eine in die Strömung hineinragende Störscheibe 
in einer Überschallströmung ausübt. Die in den 
letzten Jahren entwickelten Berechnungsmethoden 
für die reibungsbehaftete Strömung durch Schaufel- 
gitter wendet N. Scholz in seinem Vortrag über die 
„Berechnung der Kennlinie eines Axialverdichters 
auf Grund grenzschichttheoretischer Gitterunter- 
suchungen“ an. H.-J. Schröder entwickelt ein Ver- 
fahren zur Berechnung von dreidimensionalen Gitter- 
strömungen, das sich offenbar durch relative Ein- 
fachheit auszeichnet. Schließlich seien noch die ‚,Bei- } 
träge zur Propellertheorie“ von O. Tietjens (mit 
mehreren Nomogrammen) und die ‚‚Diagrammdar- 
stellungen der Vorgänge in Brennkammern und Stau- 
strahltriebwerken‘ von O. Lutz erwähnt. 

Ein Eingehen auf weitere Einzelheiten verbietet 
sich an dieser Stelle von selbst. 

Das Nichterwähnen der übrigen Vorträge bedeutet 
kein Werturteil, sondern höchstens einen Hinweis 
darauf, daß sie nicht unmittelbar zum Interessen- 
gebiet dieser Zeitschrift gehören. 


Dresden. 


| 


H. Heinrich. 


Prof. Zinner, Deutsche und niederländische 
astronomische Instrumente des 11.— 18. Jahr- 
hunderts. X + 6808. m. 13 Abb. im Text u. 80 
Kunstdrucktafeln. München 1956. Becksche Verlags- 
buchhandlung. Preis geh. 75,— DM. 

Seinen beiden bibliographischen Verzeichnissen von 
deutschen astronomischen Handschriften und 
Drucken des Mittelalters und der Renaissancezeit, die 
für den Forscher der Geschichte der Astronomie un- 
entbehrlich geworden sind, hat Zinner nun die in 
jahrzehntelanger Sammelarbeit gewachsene Bestands- 
aufnahme der in Deutschland und den Niederlanden 
gefertigten astronomischen Geräte und ihrer Her- 
steller hinzufügen können. Für dieses einzigartige 
Standardwerk sind ihm alle Sammler und Betreuer 
von Museen zu außerordentlichem Dank verpflichtet. 
Alle Forschung zur Geschichte und Entwicklung der 
astronomischen Instrumente wird in Zukunft von 
diesem Material auszugehen haben. 


‚Auf 370 Seiten des zweiten, bei weitem größten und 
wichtigsten Teiles des Buches werden etwa 1000 Her- 
steller und Autoren biographisch behandelt und ihre 
nachgelassenen Instrumente und Schriften über In- 
strumente gewürdigt sowie deren jetziger Auf- 
bewahrungsort (bzw. deren Verschollensein) vermerkt. 
Im Kleindruck ist hier eine enorme Fülle von Stoff 
zusammengetragen, die dem Erforscher der Geschichte 
der Instrumente und des Kunstgewerbes eine un- 
schätzbare Hilfe sein wird. Durch ein umfangreiches 
Register ist die Benutzung bequem gemacht. Referent 
hat in dem ihm geläufigen Sektor der in Obersachsen 
tätig gewesenen Instrumentenbauer die Vollständig- 
keit des von Zinner zusammengetragenen Materials 
nachprüfen können und konnte sich von der er- 
schöpfenden Darstellung selbst auf diesem dem Ver- 
fasser ferner liegenden und für ihn seit Jahren schwer 
zugänglichen Gebiet überzeugen. Daß immer noch die 
eine oder andere Ergänzung zu machen sein wird, ist 
klar. So wären z.B. zu den Instrumenten aus der 
Werkstatt des Reichsgrafen Löser auf Reinharz noch 
3 kleine Gregorianische Spiegelfernrohre zu zählen, 
die aus dem Besitz des Grafen Brühl stammten und 
1943 auf der Leipziger Sternwarte beim Bomben- 
angriff vernichtet wurden. 

Der erste Teil bringt auf etwas über 200 Seiten eine 
Geschichte der Instrumentenentwicklung, die, über 
das Thema des Buches noch etwas hinausgreifend, 
auch die Wurzeln dieser Entwicklung in der antiken 
und der arabischen Welt schildert. Die Aufteilung 
des Stoffes ist etwas eigenwillig und aus den Kapitel- 
überschriften (z. B. ,,‚Sonnenuhren‘“, ‚Geräte zur Zeit- 
messung“, ‚‚Beobachtungsinstrumente‘“) in ihrem 
sachlichen Prinzip nicht ganz klar zu erkennen. In der 
Darstellung wäre es vielleicht gut gewesen, in einem 
solchen Standardwerk noch mehr auf die Konstruk- 
tion und die Funktion der Instrumente einzugehen. 
Der von der Kunstgeschichte her orientierte Leser 
wird sich z. B. aus den wenigen Worten auf S. 138/9 
kaum eine richtige Vorstellung vom Aufbau und der 
Wirkungsweise eines Astrolabiums machen können. 
Neben der Wiedergabe von photographierten Astro- 
labien wäre für dieses wie für alle anderen Geräte eine 
vereinfachte Zeichnung, die nur das Prinzip des Ge- 
rätes zeigt, dem Verständnis sicher dienlich gewesen. 
Lediglich für die Konstruktion von Sonnenuhren und 
für Regiomontans Dreistab werden derartige Ab- 
bildungen gegeben. 

Die Notwendigkeit der genannten Konzessionen 
an den der Astronomie ferner stehenden Leser wird 
dem Autor vielleicht deshalb nicht zum Bewußtsein 
gekommen sein, weil er selbst in der Materie seit Jahr- 
zehnten lebt. Die souveräne Beherrschung des Stoffes 
kommt vor allem in dem dritten, ‚„Zusammenfassun- 
gen‘ überschriebenen Teil des Buches zum Ausdruck, 
der dem eiligen Leser einen ausgezeichneten Überblick 
gibt. In einem Anhang werden auf 80 Tafeln sehr gute 
Abbildungen von ausgewählten Exemplaren aller 
wesentlichen Instrumententypen gegeben. Sie bilden 
eine wertvolle Ergänzung des Werkes, insbesondere 
für den kunstgewerblich interessierten Leser. 


Dresden. H.-U. Sandig. 


Dr.-Ing. H. Graudenz, Momenten-Einfluß- 
zahlen für Durchlaufträger mit, beliebigen 
Stützweiten. Zweite Auflage. IV + 908. mit 80 
Zahlentafeln und 14 Abb. Berlin/Göttingen/Heidelberg 
1956. Springer-Verlag. Preis brosch. 7,50 DM. 


Die vorliegende zweite Auflage der Tafeln von 
Graudenz ist gegenüber der bewährten im 32. Bd. 
dieser Zeitschrift von Henn besprochenen ersten Auf- 
lage nicht verändert worden. Das Buch enthält 
Momenten-Einflußzahlen für Durchlaufträger über 
2, 3 und 4 Felder. Es sind 496 verschiedene Verhält- 
nisse der reduzierten Stützweiten in stetiger Folge auf- 
genommen. Die Stützenmomente, infolge feldweiser 
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- konstanter Belastung, können unmittelbar abgelesen 


werden. Für beliebige Belastungen ergeben sich diese 
durch Multiplikation der Differenz der Einspann- 
momente des beiderseits eingespannten Trägers mit 
den Tafelwerten. 


Freiberg/Sa. D. Rüdiger. 


Memoirs of the Unifying Study of the Basic 
Problems in Engineering Sciences by Means 
of Geometry, Volume I, By a Study group of 
sixteen members. Chairman Dr. Ing. Kazuo Kondo 
(Prof. a. d. Univ. Tokio). XV + 59) S. m. zahlr. Abb. 
Tokio 1955. Gakujutsu Bunken Fukyu-Kai. 

Angeregt von der Arbeit ‚‚„Non-Riemannian Dyna- 
mics of Rotating Electrical Machinery‘ von Gabriel 
Kron (Journal of Mathematics and Physics 13 (1934), 
103—194) unterzog sich eine Gruppe von 16 japa- 
nischen Mathematikern und Ingenieuren 1951 der Auf- 
gabe, die mathematischen Grundlagenprobleme der 
Technik in der Sprache der Tensoranalysis einheitlich 
darzustellen und mit modernen Begriffsbildungen der 
Riemannschen und Nicht-Riemannschen Geo- 
metrien zu durchdringen. Das Ergebnis ihres vier- 
jährigen Studiums ist eine in diesem Sinne gehaltene 
lehrbuchmäßigeDarstellung der klassischen Feldphysik 
auf rund 600 Seiten, die in folgende Hauptabschnitte 
unterteilt ist: A. Linear Geometry and Topology of 
Networks. B. Differential Geometry of Engineering 
Dynamical Systems. C. Geometry of Deformations 
and Stresses. D. Non-Holonomic Geometry ofPlasticity 
and Yielding. E. Geometry of Observation concerning 
Stochastic Phenomena. F. Miscellaneous Subjects. 
Jedem dieser Hauptteile geht eine Einführung voraus, 
die den Leser sowohl mit der Problemstellung selbst 
als auch mit den für ihre Behandlung maßgebenden 
Gesichtspunkten der Verfasser vertraut macht. Ohne 
auf weitere Einzelheiten einzugehen, sei der Leser be- 
sonders auf die zusammenfassende Darstellung von 
Kron’s Nicht-Riemannscher Elektrodynamik 
im Abschnitt BI sowie auf die von K. Kondo her- 
rührende Behandlung der Deformation und des Fließ- 
vorganges eines Kontinuums in der Sprache der Nicht- 
Riemannschen Geometrie im Abschnitt DV hin- 
gewiesen. Ob sich die mathematisch zweifellos elegante 
Darstellung der Elektrodynamik sowie der Mechanik 
der Kontinua mit Hilfe der Tensoranalysis in Nicht- 
Euklidischen und Nicht-Riemannschen Räumen 
gegenüber der herkömmlichen Darstellungsweise 
durchsetzen wird, hängt nach Meinung des Referenten 
davon ab, ob sich die in diesen abstrakten Räumen 
entstehenden nichtlinearen Randwertprobleme durch 
physikalisch sinnvolle Annahmen soweit vereinfachen 
lassen, daß man sie mit dem zur Zeit verfügbaren ma- 
thematischen Werkzeug lösen und die so gewonnenen 
Lösungen unmittelbar mit der Erfahrung vergleichen 
kann. 


Halle/Saale. H. Schubert. 


Dr. 6. Hoheisel (o. Prof. a. d. Univ. Köln), Ge- 
wöhnliche Differentialgleichungen. Fünfte, 
durchgesehene Aufl. (Sammlung Göschen, Bd. 920.) 
1298. Berlin 1956. Walter de Gruyter & Co. Preis 
geh. 2,40 DM. 

Daß das bekannte Göschenbändcehen über ‚‚Ge- 
wöhnliche Differentialgleichungen‘“ jetzt bereits in 
fünfter Auflage erscheint, ist das beste Zeichen für 
seine Bewährung und seine Beliebtheit. Gegenüber 
der vor fünf Jahren herausgebrachten, damals neu- 
bearbeiteten Auflage weist die jetzige bis auf eine 
Umstellung, die die früher im Anhang zu findende 
Ergänzung über die Abhängigkeit der Lösungen von 
Anfangswerten und Parametern an eine passende 
Stelle im ersten Kapitel gebracht hat, kaum Ände- 
rungen auf. Es braucht daher nur noch einmal auf 
die hinreichend bekannten Vorzüge des kleinen Wer- 
kes hingewiesen zu werden: Es bringt in klarer, leicht 
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lesbarer Darstellung in je einem Kapitel über Dif-. Wenn in diesem | 
ee erster Ordnung, über solche zu finden ist, so darf esm.E. ein 
höherer Ordnung, insbesondere über lineare, und über jedenfalls nicht in die Hand gegebe 


: Randwertaufgaben und die damit zusammenhängen- dessen Inhalt höchstens verwirren würd: ; I 
2 den Eigenwertprobleme die wichtigsten Sätze so vol- - Gattin ee M. Schäfer. 
ständig, wie es bei dem geringen Umfang möglich ist. wo 
Dresden ze H. Heinrich. L. Bieberbach, Einführung in die Theorie der 


Differentialgleichungen im ne s 

Kei i h. D. (Eng.), AnalysisofDefor- (Die Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften 
Kr IL Eluidide KEvırı 266 8. Lon- in Einzeldarstellungen mit besonderer Berücksichti- > | 
don 1956. Verlag Chapman & Hall Ltd. Preis geb. 65s. gung der Anwendungsgebiete, Bd. LXXXIII.) VIH > 

Ausgehend von der Deformationsanalyse nicht- + 2818. m.9 Abb. Berlin/Göttingen/Heidelberg 1956. 
starrer Medien, hat sich Verf. zum Ziel gesetzt, eine Springer-Verlag. Preis geb. 32,80 DM. 
neuartige Kontinuumsmechanik aufzubauen, die Der 1953 erschienenen ‚Theorie der gewöhnlichen 
durch lineare Differentialgleichungen beschrieben Differentialgleichungen“ (auf funktionentheoretischer 
wird. Daß diese von vornherein lineare Theorie auch Grundlage) des gleichen Verfassers ist jetzt, ebenfalls 
die Hydrodynamik, mit der sich der vorliegende in der ‚‚gelben Sammlung‘ die vorliegende ‚‚Ein- 
dritte Band der Gesamtdarlegung beschäftigt, um- führung in die Theorie der Differentialgleichungen im 
fassen soll, wird den in der bisherigen Lehre befange- reellen Gebiet‘‘ gefolgt. Diese sehr schöne, saubere, 
nen Sachkundigen sicherlich überraschen. Aber klare und gründliche Darstellung eine „Einführung“ 
durch sein Buch will Swainger — um sein eigenes zu nennen, ist wohl nur dann berechtigt, wenn man 
Vorwort anzuführen — ‚‚den unerschütterlichen Fels sein Augenmerk in erster Linie darauf richtet, daß in 
der klassischen Überlieferung ins Wanken bringen“, ihr die Theorie der Differentialgleichungen von Grund 
indem er die auf Daniel Bernoulli, Euler u.a. aus aufgebaut wird und die einschlägigen Sätze 
zurückgehenden grundlegenden Ansätze einer kri- über die Existenz und Unität der Lösungen in aller 
tischen Revision unterzieht. Ausführlichkeit erörtert und bewiesen werden. Denn 

Als Quintessenz präpariert er dann die Alternative sonst geht das Buch weit über eine Einführung hinaus 


heraus ($. 104): ‚Entweder ist es in der klassischen und führt den Leser bis an moderne, zum Teil noch $ 
Rlastokinetik unrichtig, die konvektive Beschleuni- offene Fragestellungen heran. % 
gung zu vernachlässigen, oder aber die Berücksichti- Im Vordergrund der Darstellung stehen nicht $ 
nen Heard ir pe ver = ne Lösungsmethoden für die reellen rue $ 
> Eee \: 2% gen, sondern das Bemühen, aus der Differential- 
a u Ko Sleichung selbst und ihren Eigenschaften heraus un | 
nichtlinearen konvektiven Glieder in der '(E uler- en ar es, a un er y 
schen) Bewegungsgleichung für Flüssigkeiten ‚‚nicht hiche a Freie ee En, i 
auftreten sollten‘. Dies zieht u. a. die Ungültigkeit Den Existenssätzin far snsahrTehe j 
der Bernoullischen Gleichung nach sich, deren Ver- gleichungen ist der erste = d umfangreichste der i 
sagen auch durch einfache Beispiele, etwa an Hand fünf Paragraphen gewidmet, Im zweiten wird unter ! 


der ebenen Quellströmung (S. 117ff.), angeblich auf- 
gezeigt wird (Die Begründung des Widerspruches in 
1V (6.8) vermag freilich Rezensent nicht einzusehen, 
da es sich hier doch nicht um den hydrostatischen 
Spannungszustand handelt!). Mißtrauisch dürfte 
ferner der (in den klassischen Gedankengängen be- 
fangene!) Leser solchen ‚‚Lösungen‘“ gegenüber- 
stehen, bei denen Flüssigkeitsteilchen ohne wirkende 


Hinweis auf das einschlägige Spezialwerk von Col- 
latz auf die numerischen Methoden nur hingewiesen 
und dann auf die klassischen Integrationsmethoden . 
für die Fälle, in denen eine geschlossene Lösung ge- 
funden werden kann, kurz eingegangen, jedoch in 
einer durchaus von den Gedankengängen des ersten 
Paragraphen beherrschten Art und Weise. Unter der 
5 : Überschrift ‚Stationäre und nahezu stationäre Dif- 
Kraft beschleunigt werden. Dies soll aber (vgl. S.52ff.) : Be Zen : 
Jalr Auftrng nd, dm ne Katie  rotleihungen” Kühn dr änti Faruarapı a 
3 a an sSt Re a ni für die Untersuchung der Lösungen von gewöhnlichen 
Ken (woraus der befangene ARE die Auf- Difipreng jalgleiohun Ben HA UODEL EPUL nu, 
hehung des Sehniprinaipe Im Infnfeimalen felgen che Beispiele dafür gehen werden; Ja diese Unter 
Au Dissen glaube). In Sysemanscher Hinsichijors 7 gungen von großer Beine sein können. Die Ver- 
Ne ur ne Be N ) Bo bindung zu den Anwendungen in der Theorie der 
s Anhang den starren Körper zu behandeln. - & ä £ : . 
schließend sei noch zu der obigen Alternativaussage ee a 8° NET ar ae 
ee z En a in Abschliebend werden dann noch ins 5 die partiellen 
Erößen, m. Bidie N digkeit pn, in Abhängi a Differentialgleichungen erster Ordnung behandelt. 
vom Beobachtungsort beschrieben; beim Seen In allen Abschnitten wird der Erweiterung der Sätze 
Körper wird aber nur die Bewegung gegenüber der rer Differentialgleichungen auf Systeme 
Gleichgewichtslage studiert, gegeben durch die zeit- Dane wen rer ist fe] 
liche Anderung des Verschiebungsvektors b für jeden 1 : di B- = r er 
Massenpunkt. Die zeitliche Differentiation von v be- ne ee je; a Fe man 
deutet dabei eine substantielle Differentiation bei 1 a hie ; nr WE we beiten wird in 
ER t ech ENSCR m Teilchen, das durch seine anfäng- Kae Es Be ee 1 Ange 
£ ; : Ah ; & ügu er 
BIBSABRESER Be . aber Bm iEE Jahreszahl ihrer Veröffentlichung noch Boogie 


die Beschleunigung gleich . (Inwieweit Verf. durchgeführt worden wäre. 


012 
überdies auf die prinzipiell wichtige Unterschei- Dresden, H. Heinrich: 
dung zwischen den Koordinaten des verformten 
und des unverformten Körpers eingeht, die im Die Physik in Einzelberichten. Herausge- 
Rahmen einer linearisierten Theorie freilich zu ver- geben von C. Ramsauer. 
nachlässigen ist, entzieht sich des Rezensenten Kennt- Bandl, Mechanik. Bearbeitet von Th. Pöschl 5 


nis, da ihm nur Band III vorliegt.) A. Naumann, W. Keil, H. Ebert. VIII + 96S8., 


Z. angew. Math. Mech, 
Bd. 37 Nr. 5/6 Mai/Juni 1957 


2 Abb. München und Mosbach/Baden 1956. J. A. Barth 
und Physik-Verlag. Brosch. DM 14,40. 

Die ‚‚Physik in Einzelberichten“ ist Nachfolger der 
„Physik in regelmäßigen Berichten‘, die 1933 von der 
Deutschen Gesellschaft für Technische Physik ins 
Leben gerufen und bis 1944 erschienen waren. Die 
Zeitschrift umfaßte die gesamte reine und technische 
Physik — aufgeteilt in etwa 60 Einzelgebiete — und 
berichtete in regelmäßiger Wiederkehr über die For- 
schungsrichtungen auf jedem derartigen Einzelgebiet 
sowie über die in einem Zeitraum von durchschnitt- 
lich drei Jahren erzielten theoretischen und experi- 
mentellen Fortschritte. Das nun vorliegende erste 
Heft ist der Mechanik gewidmet und stellt den An- 
schluß an die früheren Berichte her, wobei die Bei- 
träge die neueste Literatur bis 1955 erfassen. 


Der inzwischen verstorbene Th. Pöschl berichtet : 


über die Mechanik der festen Körper. Der Bericht 
von A. Naumann ist der Hydro- und Aerodynamik 
gewidmet. W. Keil behandelt die Allgemeine Meß- 
kunde sowie H. Ebert Meßkunde und Meßmethoden 
der Mechanik fester, flüssiger und gasförmiger Stoffe. 

Der große Wert dieser Referate liest außer im Auf- 
zeigen der modernen Entwicklungslinien für die ein, 
schlägigen Gebiete vor allem in den sehr ausführ- 
lichen Literaturzusammenstellungen, deren kritische 
Sichtung freilich dem Benutzer nicht erspart bleiben 
kann. Die den Bearbeitern auferlegte Umfangsbe- 
schränkung hat sie freilich zu einer Stoffauswahl ge- 
zwungen, die notgedrungen in gewissem Sinne eine 
persönliche Bewertung widerspiegelt. So wurden lei- 
der die gesamte linearisierte Elastizitätstheorie (Erwei- 
terung der klassischen Ansätze in der Plattentheorie; 
Schalentheorie; Stabilitätsprobleme) sowie zeitab- 
hängige Vorgänge, besonders nichtlineare Schwin- 
gungen mit endlich oder unendlich vielen Freiheits- 
graden (elastische Körper) — auch die Weiterführung 
der Kreiseltheorie wäre zu erwähnen —, nicht be- 
rücksichtigt (nur vereinzelte Hinweise im Artikel von 
W. Keil). Für die Hydrodynamik sei — gleichsam 
als Anregung für künftige Berichtshefte — der Hin- 
weis gestattet auf Untersuchungen, die das aktuelle 
Thema der (reibungslosen) Unterschallströmungen 
mit eingebettetem Überschallbereich in nichtlineari- 
sierter Behandlung angreifen, auf die modernen Be- 
rechnungsmethoden für inkompressible laminare 
Grenzschichten (sehr aussichtsvoll erscheint die Zu- 
grundelegung einer angenäherten Differential-Dif- 
ferenzengleichung unter Einbeziehung des Übergangs- 
verhaltens in die äußere Potentialströmung) in Abkehr 
von dem oft reichlich unsicheren ‚„Pohlhausen-Ver- 
fahren‘, in der Stabilitätstheorie auf die schöne ex- 
perimentelle ‚‚Tellurmethode“ von F.X. Wortmann 
(1953) sowie auf die zusammenfassende Darlegung 
von W. Tollmien über ‚‚Fortschritte der Turbulenz- 
forschung‘ (Z. angew. Math. Mech. 1953), um nur 
einiges aus der Berichtszeit zu nennen, das wiederum 
der Rezensent für wesentlich erachtet. 


Göttingen. M. Schäfer. 


C. Truesdell, The Kinematics of Vorticity. 
(Indiana University Publications Science Seres Nr. 14.) 
XVII + 232 S. Bloomington 1954. Indiana University 
Press. Preis geh. 6,— s. 

Die Untersuchungen der Wirbelfelder, die in erster 
Linie im Zusammenhang mit hydrodynamischen 
Problemen durchgeführt wurden und bis weit in die 
vergangenen Jahrhunderte zurückreichen, haben zu 
vielen, für beliebige Kontinua gültigen fundamentalen 
kinematischen Gesetzen geführt. Der Verfasser, der 
durch zahlreiche eigene Arbeiten auf diesem Gebiet be- 
kannt ist, hat sich zum Ziel gesetzt, diese dem neue- 
sten Stand entsprechend in moderner Darstellungs- 
weise zusammenzufassen. Es soll damit dem Wissen- 
schaftler, der wohl in erster Linie mit diesem Buch an- 
gesprochen wird, ein Überblick über das Gesamt- 
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gebiet und die Grundlage für weitere Arbeiten ge- 
geben werden, die nach Ansicht des Verfassers soviele 
fruchtbare Ergebnisse versprechen. Verwendet wird 
im wesentlichen die Tensorschreibweise, z. T. auch 
der prägnanteren Form halber der Gibbssche Sym- 
bolismus, in die der erste Abschnitt eine allerdings nur 
sehr kurze Einführung bringt, so daß der Leser aus- 
reichende Kenntnisse auf diesem Gebiet mitbringen 
muß. Dem Wesen des Stoffes entsprechend stehen 
die kinematischen Gesetzmäßigkeiten des Wirbel- 
feldes im Vordergrund, die hier in einer mathematisch 
ausführlichen Form behandelt werden. Die speziellen 
hydrodynamischen Anwendungen, denen die letzten 
Kapitel gewidmet sind, ergeben sich hieraus zwanglos. 
Neben der ausgezeichneten Behandlung des Stoffes 
ist noch das ausführliche Literaturregister hervorzu- 
heben, in dem die vielen Originalarbeiten mit Ein- 
schluß der historischen angeführt sind, deren Ergeb- 
nisse vielfach vom Verfasser unter Verwendung 
eigener Arbeiten in neuer Form dargestellt werden. 

Wissenschaftler und Studierende werden dem Autor 
für dieses Buch dankbar sein, zumal seit langem ein 
zusammenfassendes, lehrbuchartiges Werk über dieses 
Gebiet fehlte. 


Dresden. K. Krienes. 


Festschrift L. Schiller. 45 S. m. 65 Abb. 
Dissen 1954. Verlagsanstalt H. Beuke u. Söhne. 
Preis geh. 18,50 DM. 


Zur Ehrung von L. Schiller anläßlich seines 
70. Geburtstages hat die Zeitschrift ‚‚Allgemeine 
Wärmetechnik‘“‘ ein Sonderheft herausgegeben. Mit 
einer Würdigung des Jubilars von W. Nusselt als 
Einleitung enthält das Heft eine Reihe von Arbeiten, 
die hauptsächlich von ehemaligen Schülern L. Schil- 
lers stammen und bereits 1953/54 in der genannten 
Zeitschrift veröffentlicht wurden. In den Aufsätzen 
wird über neueste experimentelle und teilweise theo- 
retische Untersuchungen einzelner technischer wich- 
tiger Strömungsprobleme berichtet: 

W.Linke u. H. Kunze, Druckverlust und Wärme- 
übergang im Anlauf der turbulenten Rohrströmung. 
W. Kraus, Temperaturmessung in Gasen bei hoher 
Geschwindigkeit. R. Lehnert, Über das aero- 
dynamische Verhalten von Kugeln im Überschall. 
H. Kurzweg, Der Druck auf der Rückseite schnell- 
fliegender Körper. A. Naumann, Luftwiderstand 
der Kugel bei hohen Unterschallgeschwindiskeiten. 
H. W. Hahnemann, Freie Konvektion an der senk- 
rechten Wand in Gasen und Flüssigkeiten bei lami- 
narer Grenzschichtt. R. Hermann, Überschall- 
Diffusoren in eindimensionaler Behandlung. 


Dresden. K. Krienes. 


W.R. Sears, General Theory of High Speed 
Aerodynamics. XIV + 7588. m. zahlr. Abb. 
Princeton-New Jersey 1954. Princeton University 
Press. Preis geb. 15,— $. 

Von dem 12bändigen Sammelwerk ‚‚High Speed 
Aerodynamics and Jet Propulsion‘“ dessen Heraus- 
gabe unter einem von Th. v. Kärmän geleiteten 
Redaktionsstab geplant ist, erschien als erster der 
obengenannte Band VI. Die Entstehung dieses 
Werkes entspringt dem dringenden Bedürfnis nach 
zusammenfassenden Darstellungen des überaus viel- 
fältigen Materials, das in den vergangenen Jahren auf 
dem Gebiet der Hochgeschwindigkeitsaerodynamik 
erarbeitet wurde. Dem Charakter eines Handbuchs 
entsprechend wurde nach bereits vielfach bewährtem 
Muster die Bearbeitung der acht Hauptabschnitte 
einzelnen Autoren übertragen, die als namhafte Fach- 
männer auf diesen Gebieten die Gewähr dafür geben, 
daß eine dem neuesten Stand der Forschung gemäße 
Darstellung erzielt und eine der Bedeutung der 
Einzelergebnisse gerecht werdende Stoffauswahl ge- 


troffen wurde. In diesem Zusa 
erwähnt, daß die Grundlagen der 
sondert im Band III behandelt erden... — 
Einen allgemeinen Überblick über den Inhalt gib 
eine Aufzählung der Stoffgebiete der Hauptabschnitte: 


. 


1,13 


[23 


A. On the Foundation of High Speed Aerodynamies, / 


CB, 
Th. v: Kärmän. B. Mathematical Aspects of Flow 
Problems of Hyperbolic Type, K.O. Friedrichs. 
C. Small Perturbation Theory, W. R. Sears. D. Super- 
sonice and Transonic Small Perturbation Theory, 
Max A. Heaslet. E. Higher Approximations, 
M.J. Lighthill. F. Plane Subsonic and Transsonic 
Potential Flows, Y.H. Kuo, W.R. Sears. G. The 


Die besprochenen und angezeigten Bücher sind durch den Buchhandel zu beziehen. g® 


EINGEGANGENE BÜCHER 


Bei der Schriftleitung sind folgende Bücher eingegangen (ausführliche Besprechung bleibt vorbehalten). E ER 


Dr. Kurt Brücker-Steinkuhl, Anwendung mathe- 
matisch-statistischer Verfahren in der In- 
dustrie. (Forschungsberichte des Wirtschafts- und 
Verkehrsministeriums Nordrhein-Westfalen, Nr. 288.) 
103 S. mit 28 Abb. u. 14 Tafeln. Köln/Opladen 1956. 
Westdeutscher Verlag. Preis brosch. 24.20. DM. 


Constantin Carath6odory, Gesammelte Mathe- 
matische Schriften, Band 5. XV + 4478. 
München 1957. C.H. Beck’sche Verlagsbuchhand- 
lung. Preis geh. 43.— DM, geb. 48.— DM. 


Dr. J. Picht (o. Prof. an der Päd. Hochschule Pots- 
dam), Vorlesungen über Atomphysik, Bd. I. 
VIII + 238 S. mit 46 Abb. Berlin 1956. VEB Deut- 
scher Verlag der Wissenschaften. Preis geb. 18.60DM. 


Dr. P.F. Müller, Die Integrieranlage des 
Rheinisch-Westfälischen Instituts für In- 
strumentelle Mathematikin Bonn. (Forschungs- 
berichte des Wirtschafts- und Verkehrsministeriums 
Nordrhein-Westfalen, Nr. 310.) 548. mit 6 Abb. u. 
31 Schaltskizzen. Köln/Opladen 1956. Westdeutscher 
Verlag. Preis brosch. 14.75 DM. 


NACHRICHTEN 


Essen: Die gemeinsame Jahrestagung der Wissen- 
schaftlichen Gesellschaft für Luftfahrt e. V. und der 
Deutschen Versuchsanstalt für Luftfahrt e. V. findet 
vom 9. bis 12. April 1957 in Essen statt. 


” ER 
t Alt 


‚ versität Edinburgh und der Londoner Royal Society 


Dresden) 


Pe! 


s Dr. W. Haack (o. Prof. a. d. Techn. Univ. Ber. n), be 
Darstellende Geometrie III, Axonometrie nd 
Perspektive. (Sammlung Göschen, Bd. 144.)1278S.mit 
100 Abb. Berlin 1957. Walter de Gruyter &Co. Preis 
geh. 2.40 DM. j ; 

Dr. Ing. habil. W. Kaufmann (o. Prof. a.d. TH 
München), Statik der Tragwerke. Vierte ergännte 
und verbesserte Auflage. VIIL + 3278S.mit367 Abb. 
Berlin/Göttingen/Heidelberg 1957. Springer-Verlag. Be - 
Preis geb. 31.50 DM. 

Günther Grosche, Projektive Geometrie, Teil. 
(Math.-Nat. Bibliothek, Bd. 7.) VI + 2048. mit 
45 Abb. Leipzig 1957. B.G. Teubner Verlagsgesell- 
schaft. Preis geb. 10.20DM. 


Dr. M. Hieke, Vektoralgebra. (Math.-Nat. 
Bibliothek, Bd. 4.) IV + 154 8. mit 67 Abb. Leipzig 


1956. B.G. Teubner Verlagsgesellschaft. Preis geb. 
9.20 DM. j 

Dr. -Ing. B. Eck, Ventilatoren, Entwurf und 
Betrieb der Schleuder- und Schraubengebläse. 
Dritte, verbesserte und erweiterte Aufl. XI + 
493 S. m. 559 Abb. Berlin/Göttingen/Heidelberg 1957. 
Springer-Verlag. Preis geb. 45.— DM. j 


Edinburgh: Auf Einladung der Stadt und Uni- 


E 
| 


wird der Internationale Mathematiker-Kongreß vom 
14. bis 21. August 1958 in Edinburgh stattfinden. 


BERICHTIGUNG 


Zu P. Mauersberger: Über die Unstetigkeiten der zweiten Ableitungen des Schwer- 


epotentials an Diskontinuitätsflächen der Dichte. 
Die Jahreszahl muß 1947 und Gleichung (3) muß NR: dt 


also aus (1)“ statt „aus (1) und (5)“. 
Ausdruck (Rx p) x PD umschließen. 


Z. angew. Math. Mech. 36 (1956), S. 398. 
= 0 lauten. Vor Gleichung (6) lies „aus (5), 


In der letzten Zeile des Beweises muß die geschweifte Klammer den 


P. Mauersberger. 
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a werden etwa 350 Fachzeitschriften des In- und Auslandes in der Abteilung „‚Energiewesen‘ « 2 Die Liste 
der referierten Zeitschriften steht zur Verfügung. Dr Abteilung See bringt den Berichtsstoff nach Ale: 
Gliederung und nach einem besonderen Eiasisge ; 


A iebiaeh: Biographien, Geschichte, Unterricht, For- 
schung, Dokumentation) Allgemeine Fragen des Ener- > 
giewesens, grundlegende Wissenschaften, Verfahren H Sonstige Energieformen = a : . 
und Hilfsmittel für den Betrieb technischer Eneigie- BIER j Er : 
anlagen/ Allgemeines über Werkstoffe des Energie-- 
wesens. 


G Elektrische Energie 


I Energieverbrauch (Verwendung der verschiedenen Ener- 


5 j gieformen) 
B Technische Fnergiebewirtschaftung 5 ; 
“ K Meß- und Prüftechnik, Steuerungs- und Regelungs- 
C ‚Energie des Windes technik, Nachrichtentechnik im Energiewesen 
‚ D Potentielle Energie des Wassers L Unfälle und Schäden, Unfalischutz und Gchudlanrer® 


hütung, Ausstellungen, Messen, Tagungen, Rechtsfra- 
gen des Energiewesens, Bau- und Betriebsvorschriften, 
F- Wärme - Normung, Typisierung, Prüfvorschriften 


E Kernenergie 
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